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Module : La théorie des langages Niveau : 2°™ année licence

Chapitre N° 1 : Rappel mathématique

Introduction : La théorie des langages définit les langages de programmation par contre la
compilation transforme les programmes écrits dans ces langages en
langage machine.
La structure de base de la théorie des langages est le monoide, mais avant
de définir cette nation on a besoin d’avoir un rappel mathématique.
1.Ensemble et relation :
a) l'ensemble : un ensemble est une collection d’objets appelés éléments.
Exemple : E = {1,2,3} est un ensemble de 3 éléments. Ce nombre |a est appelé la
cardinal de 'ensemble E
Remargues :
= L’ensemble vide noté par {} ou parg, c’est un ensemble dont le cardinal = 0

= Soit E un ensemble. L'ensemble des parties de E noté P(E) contient tous les
sous ensembles de E

Exemple : P({1,2,3})={¢ {1}.{2}.{3} .{1.2} {1.3} .{2,3} , {1.2,3} }

Opérations sur les ensembles : soient E et F deux ensembles
= L'inclusion: ECF < Vx(xeE=xeF)

= L'union (U) (+) : EUF={x/xeE ou xe F}
= L'intersection : E[1F={x/x<cE et xe F}
= Le complémentaire de F dans E (avec Fc E) ={x/xeE et x¢ F}
= Le produit cartésien : EXF= {(x,y)/x ceEetye F}
b) la relation : Soient E et F deux ensembles

= Une relation R de E dans F est un sous ensemble des couples (x,y) du E x F tel que
xXRYy.
.  Une relation R sur un ensemble E est un sous ensemble des couples (x,y) du produit
cartésien E xE tel que x Ry.
7 N\ E

ExF = {(1,2),(13),(16),(2,2),(2,3),(2,6),(0,2),(0,3),(0,6)}
Soit R est définie comme suit : x est strictement inférieur a y et x # 0. Le sous ensemble du
produit cartésien E x F qui vérifie cette relation est {(1,2), (1,3), (16), (2,3)(2,6)}

DR CR

L’ensemble des antécédents de R est appelé le Domaine de R. On écrit:
DR={(x/(x,y) € R}

Préparé par Mohamed TOUMI \ Page : 2 \ Janvier 2016
ce cours se trouve sur http.//fac-sciences.univ-batna.dz/cs/enseignants/mohamed_toumi_site/




Module : La théorie des langages Niveau : 2°™ année licence

L’ensemble des images de R est appelé le Codomaine de R. On écrit:

CR={(y/(x,y) e R}
c) lafonction : Soient E et F deux ensembles
= Une fonction f de E dans F est une relation particuliére telle que chaque antécédent
de cette relation a exactement une seule image.

On peut dire que chaque élément de E a au plus une image avec la fonction. Et avec la
relation, chaque élément peut avoir 0,1 ou plusieurs images.

d) I'application : une application de E dans F est une fonction / telle que le domaine de
S =E
1 : -
Exemple: /' : X — — estune fonction de IR dans IR mais n’est pas une

X
application puisque I'élément « 0 » n’a pas une image.

2.lois de composition internes

Définition : une loi de composition interne sur un ensemble E est une application qui

associe a chaque couple (x,y) € EXE un élément appartient aussi a E . Si on note cette loi
ar*

P Onécrit: *:ExE— E

* est commutative si: VX, y € E : x*y=y*x

* est association si: VX,y,Z€E : (x*y)*z =x*(y*z)=x*y*z

*aun élément neutre «<e » si:VXeE x*e=e*x=x

3.le monoide : Un monoide E est un ensemble muni d’une loi de composition interne *
associative et possédant un élément neutre « e »

On écrit : <E,*,e>

Exemple :
<IN,+,0> 0 : I'élément neutre pour +
<IN,x,1> 1 : I'élément neutre pour x

4.le morphisme :
Soient E et F deux ensembles munis respectivement des lois de  composition
internes * et .

= On dit que la fonction #° est un morphisme de E dans F si et seulement si
f(x*y)=f(x).f(y)
Soient <E,*,e> et <F,.,e > deux Monoides ou « e », « € » sont les éléments
neutres respectivement pour * et .

= On ditque /° estun morphisme de monoide de E dans F si et seulement si :

& f est un morphisme
¥y fe)=¢e
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Chapitre N° 2 : Les langages

1. Notion de I'alphabet :
Un alphabet noté X est un ensembile fini non vide des éléments appelés les symboles
ou lettres.
Exemples :
L’alphabet binaire : X = {0,1}.
L’alphabet du langage PASCAL : X = {begin, if, then, else,....end}.
L’alphabet de la langue frangaise : X={a, b,..., A, B, ..., é, &,..1}.
X={bonjour, ali, $ , 1, w} c’est un alphabet de 5 lettres
2.Notion de mot (chaine)
Un mot sur un alphabet X est une suite d’éléments de I'alphabet X. Cette suite est finie et
ordonnée.
Exemples :
L’ensemble des mots construits sur X={0,1} est{0,1,01,10,111,00000,............... }.
L’ensemble des mots construits sur L’alphabet PASCAL est {tous les programmes
(corrects, incorrects) écrits en PASCAL}.
bonjourali : c’est un mot de I'alphabet X= {bonjour, ali, $, 1, w}

Remargues : .
= |’ensemble des mots construits sur un alphabet X est un ensemble infini noté X

= Le mot vide, noté pare c’est un mot qui ne contient aucun élément. VX ¢ e X"
Exemple : soit X= {a,b}

X={¢&, a, b, aa, ab, bb, ba, aaa, aab, aba, baa,....}.

X ={e}+{a, b} +{aa, ab, bb, ba} + {aaa,...} +.............

Si on note: X' 'ensemble des mots de longueur i construits sur I'alphabet X

Donc: X= X0+ X 4+ X2+ i X =ZXi

X+

2.1. Opération sur les mots :

a) Laconcaténation : soient deux mots w, w € X*, la concaténation de w et w’
est définie comme la juxtaposition de w et w’. Elle est notée par w.w’ on bien
ww’

Exemple X={0,1} w=10, w’=00

w.w'=1000 # w'w=0010

Remarque : la concaténation, c’est une loi de composition interne sur X qui n’est

pas commutative mais elle est associative et elle posséde un élément neutre qui

est ¢

= Donc X* le monoide libre engendré par X et on écrit : < X*, ., & >
Exercice : quand est ce qu’on dit qu’'un monoide est libre ?

b) La puissance d’'un mot : Soit un alphabet X etw € X*
& sin=0
w'=Jqw sin=1
ww"t=w"'w sin>1
Exemple : soit X={a, b} etw =abb
w=¢
W' =W.e =w=abb w? =ww' = ww = abbabb
w® =ww? = www = abbabbabb
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c) Factorisation d’un mot : soit un alphabet X etw, u € X~
= u est un facteur gauche (préfixe) dew < 3Iv e X" tel gque w=uv

= u est un facteur droit (suffixe) dew < v e X" tel que w=\Vvu
= u est un préfixe propre de w < v e X" telque w=uv
= u est un suffixe propre de w <> v e X" tel que w=v.u

Exemple : soit X= {a, b} , w = babb
e Les préfixes de w sont ¢,b, ba, bab, babb
e Les suffixes de wsont &, b, bb, abb, babb
e Les préfixes propres de wsont &, b, ba, bab
o Les suffixes propres de w sont ¢, b, bb, abb
d) L’inverse (Miroir) : Le miroir d’'un mot w est le mot noté w® obtenu en
inversant les symboles (les lettres) de w.

Exemple : LR VLY S an
WR=a0 aca;
Remargue :
= Le miroir de n’importe quel mot composé d’un seul symbole est le mot lui-
méme.

= Le miroir de mot vide est lui-méme. ¢R=¢
= Un mot est un palindrome si w® =w
Exemple : (aba)?= (aba)
(abceba)?=(abccba)
e) Lalongueur d’'un mot : notée par | |, est le nombre de symboles dans ce mot.
Exemple : w=a;...... a, =>|w|=n
w=¢ =|w|=0
w=bonjourali = |w|=2

Remarque : la langueur d'un mot, est une fonction 7 .
A X" —»IN
Exercice : démontrer que la fonction de longueur est un morphisme de monoide.

3.Notion de langage
3.1. Définition : un langage L sur un alphabet X est une partie de X*
LcX™ ou LeP(X)
Exemple : soit X= {a,b}
e ¢ estunlangage vide ou ensemble qui ne contient aucun mot.
e {e} estunlangage.
e {e,ba,a,bba} estunlangage
e {w e X*/w=a"tel que n >0} est un langage
Remargue :
= Un langage sur X peut étre fini ou infini
= ¢ est un langage défini sur n’importe quel alphabet.
3.2. Opérations sur les langages : soient L4, L, deux langages construits sur X
a) L’union : l'union de L, et L, est 'ensemble des mots de L et L,
elle est noté aussi par +
elle est associative
elle est commutative
son élément neutre est ¢

son élément absorbant est X* (puisque VL : X*uUlL=LU X*= X¥)

AANENENAN
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Onécritainsi: Ly+L,= Liul,={we X*/w e Lyou we Ly}
b) L’intersection : ‘intersection de L, et L, est 'ensemble de mots qui se trouvent
en méme temps dans L et L.
v' elle est associative
v elle est commutative
v" son élément neutre est X*
v son élément absorbant est ¢ (puisque VL: ¢ NL=L N p=¢)
Onécritainsi: LiNLy= L, Li={we X*/w e Lyet we Ly}
c) Le produit : le produit de L, et L, est 'ensemble des résultats de la
concaténation de chaque mot de L;avec chaque mot de L,
v" il est associatif
v" il n'est pas commutatif
v' son élément neutre est {¢}
v' son élément absorbant est ¢ (puisque VL: ¢.L=L.¢g=¢)
On écrit ainsi: Ly. Ly ={wy.wy/wiely etwyely}
Remargues :
=Le produit de langages est distributif par rapport a I'union
=Le produit de langages n’est pas distributif par rapport a l'intersection

Vi, Ly Lz = X*
L1 (L2U L3)= (L1 Lz)U (L1L3)

(L2ULs) .Ly=(L2.Ly)U (Ls.Ly)
De maniére générale VL, L cX*

u@m=0¢h)

i= i=1
(UL).L=U L)
d) puissance (itération) : elle est définie comme suit :
{e} sin=0
L" =1L sin=1
Ll =L"'Lsi n>1
3.3. Notations :

w La fermeture positive de L noté L* et on écrit L™ =L
i=1

w La fermeture étoile de L (dite aussi la fermeture de Kleene de L) note L* et on écrit
L'=UL
i=0

=L+l +....+L”
el Ul ={ele
i=1
Exemple : soit X= {0,1}, L= {00, 11, 01} et L,= {01, 10}

L.+ L= {00, 11, 01, 10}
Ls L= {01}
L..L,= {0001, 0010, 1101, 1110, 0101, 0110} #L,.L,={0100, 0111, 0101, 1000, 1011, 1001}
L, ={efuL, UL, L, u...
3.4. Quelques résultats sur les langages

= VLcX* :gel* = LL*=L*L=L" = (L*)*= L* =L*L*=L* =¢*={e} ={e}={¢}
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3.5. Remargue : soient L, L, deux langage
= On dit que L1 = L2 & L1§L2 et L2 gL1
= On peut dire aussi Li=L, < L, s’exprime exactement comme L,

Chapitre N° 3 : Représentationdes langages

1. Les grammaires

1.1. définition : une grammaire est un moyen permettant de montrer comment les mots

d’'un langage sont générés.
Exemple : X= {ali, mohamed, sara, et, , }
L : le langage qui regroupe toutes les listes des homs syntaxiguement correctes.

_— ali,mohamed et sara ali et mohamed ali
ali, sara et mohamed mohamed et ali
mohamed, ali et sara ali et sara mohamed .....
L= < mohamed, sara et ali sara et ali
sara ,mohamed et ali mohamed et sara sara
\_sara ,ali et mohamed sara et mohamed

ali,mohamed,sara ¢ L puisque elle est syntaxiquement incorrecte
ali et mohamed,sara ¢ L puisque elle est syntaxiquement incorrecte

+ On construit maintenant la grammaire de ce langage.
1.1.1.Les régles informelles de cette grammaire :
@ ali est un nom.
@ mohamed est un nom
® sara est un nom
@ une liste peut étre un nom

® une liste peut étre suite des noms séparés par « , »

® a la fin de chaque liste qui contient plus d’'un nom : remplacer « ,nom » par
« etnom »

Remargue :
= Dans les régles formelles d’'une grammaire :

M Les symboles de I'alphabet sont écrits en minuscule et appelés les
symboles des terminaux

M Les autres symboles (sauf le mot vide) sont écrits en majuscule et appelés
les symboles non terminaux.

M La notation « —— /0 signifie que « peut étre remplacé par S ou par d

= Dans notre exemple pour formaliser la régle ® il faut ajouter un symbole
spécial (par exemple « FIN ») a la fin de chaque liste qui contient plus d’un
nom pour faire le remplacement adéquat. (Puisque le remplacement se fait
uniquement a la fin de la liste qui contient plus d’'un nom).
1.1.2. Les régles formelles de cette grammaire :

NOM —— ali/mohamed/sara
LISTE —— NOM/SUITE,NOM FIN
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SUITE ——> NOM/SUITE,NOM
yNOM FIN—— et NOM

Remarqgue : la génération des mots (dans notre cas : les listes des noms) commence toujours
a partir d’un symbole non terminal appelé I’axiome (dans notre cas I’axiome = LISTE)

1.2. Définition formelle d’'une grammaire : Une grammaire G est un quadruplet

(N,T,P,S)

tels que
N : ensemble fini de symboles non terminaux.

T : ensemble fini de symboles terminaux.

NNT =¢

S : symbole non terminal de départ (axiome).

P : ensembile fini de régles de production de la forme

a——> f telqueae (NUT) -T et Be(NUT)
Exemple : soit la grammaire G qui gérer le langage des listes des noms syntaxiquement

correctes.
G = ({LISTE, NOM, SUITE, FIN}, {ali, mohamed, sara, et, ,}, P, LISTE))

Ou P est I’ensemble des regles suivantes :
NOM —— ali/mohamed/sara
LISTE —— NOM/SUITE,NOM FIN
SUITE —— NOM/SUITE,NOM
,NOM FIN—— et NOM

1.3.Langage et grammaire : Soient G=(N, T, S, P)etw, w' e(NUT)*
1.3.1. Relation dérive directement : on dit qu’une chaine w dérive directement sur
une chaine w' (ou w' dérive directement de w) qu’on note w=w'si et
seulement si : on applique une fois une régle de G pour passe de w vers w'

C’est-a-dire : il existe une réegle «a — £ dans P telle que w=ua vetw'=u gv
avecuve(NUT)*

Exemple : soit G =({S}, {a, b}, {s—2>ash,S—& 5 £}s)

On peut dire que :
3S—»aSbeP

S dérive directement sur aSb et on écrit S = aSb puisque < telleque w =S et w'=aSh
avec u=v=ge(NUT)"

IS—>¢geP

aSb dérive directement sur ab et on écrit aSb = ab puisque < telleque w =aSh et w'=ab
avec u=aetv=>b

1.3.2.Relation dérive : on dit qu'une chaine w dérive sur une chaine w' (ou w' dérive

*

de w) qu'on note w = w'si et seulement si : on applique n fois les régle de G
pour passe de w vers w' tel que n>0

C’est-a-dire : soit w= w' ou bien il existe une séquence de chaines
W1, Wo,... ,W, telle que w=w;, w'=w, etw,= wi.qpourVy 1<i<n
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Exemple : soit G =({S}, {a, b}, I5—&>ash,5—2 > £}5)
On peut dire que :

*

S dérive sur ab et on écrit S = ab puisque pour passer de w vers w' il existe

une séquence de dérivation de longueur 2
@) @)
S = aSb=ab c’est la séquence de dérivation de longueur 2
1.3.3.Langage généré par une grammaire :

définition : le langage engendré par une grammaire G=(N ,T,P,S)
est I'ensemble des chaines qui ne contiennent aucun symbole
non terminal. Chaque chaine est obtenue a travers une séquence
de dérivation a partir de I'axiome S.

il est noté par L(G)= {W eT /S:>W}

Exemple 1: soit G =({S}, {a, b}, {s—2>aSh,5—25£}3)

L(G)="7

@)
Mot minimal : S = ¢
La forme générale :

n>0(1) @
S :>l a"sb” = a"b" Donc:L(G)={a"b"/n>0}
Exemple 2 : soit G =({S}, {a,b}, {S @ 4 aSh,s—2 ,ab},S)
L(G)=?

6
Mot minimal : S = ab

La forme générale :

n>0(1) (2)
S = a"Sb" = a"abb" Donc:L(G)={a""/n>1}
Remargue :

Une grammaire définit un seul langage par contre un méme
langage peut étre engendré par plusieurs grammaires différentes.

1.3.4.Grammaires _équivalentes: deux grammaires sont équivalentes si elles
engendrent le méme langage.
G équivalente &8 G < L(G) = L(G)

Exemple : G =({S,A,B},{a,b},{S —aS/ABb,A — Aa/a,B — b},S)
G =({S,A,B},{a,b},{S—>aS/aA,A - aA/bB,B - b},S)

On trouve que  L(G)=L(G") = fa*b? /k > 1]
1.3.5.Classification _des grammaires : Selon la classification de chomoky, les
grammaires sont regroupées en quatre types en fonction de la forme de leurs
régles de production.
< Soit une grammaire G = (N ,T,P,S)
1.3.5.1. G estdite grammaire de type 0 dite aussi grammaire sans restriction
(grammaire générale) : si toute ses régles sont de la forme générale suivante

a—— f avec ae (NUT) -T'et Be(NUT)
Exemple : G =({S},{a,b,c},{S —aS/Sb/c,aSh — Sa/bS},S)

1.3.5.2. G est dite grammaire de type 1 dite aussi grammaire monotone : si
toutes ses regles sont de la forme

a — f avec |a|<|f| telsque a e (NUT) -T et fe(NUT)

Exception : axiome—— g peut appartenir a P.
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Exemple :
G =({S,R, T}, {a,b,c},{S— e/aRbc/abc,R —aRTb/aTb, Tb — bT, Tc — cc},S)

1.3.5.3. G est dite grammaire de type 2 dite aussi grammaire algébrique
(hors contexte) : si toutes ses regles sont de la forme.

A——>pB avec AcNet Be(NUT)
Exemple: G =({S},{a,b},{S - aSh/&},S)
1.3.5.4. G estdite grammaire de type 3 dite aussi grammaire réguliére :si elle
est réguliére a gauche ou bien a droite.

M Une grammaire G est dite réguliére a gauche si toutes ses regles sont
de laforme A——>Bwou A——>w avecA,B eNetw T*

I Une grammaire G est dite réguliére a droite si toutes ses régles sont
de laforme A——wB ou A——w avecA,B eNetw eT*

Exemple:
= ({S, A}, {a,b},{S—> Sb/Ab, A - Aa/a},S) grammaire réguliére a gauche
2=

s
{S,A},{a,b},{S —aS/aA, A - bA/b},S) grammaire réguliére & droite

G3— ({s,A},{a,b},{S — aS/aA, A - Ab/b},S) grammaire n'est pas réguliére;
puisque n’est ni réguliere a gauche ni réguliére a droite
= On peut trouver que Gset G, engendrent le méme langage. G, génére les mots de ce
langage de la droite ver la gauche mais G, génere les mots de ce langage de la gauche

vers la droite.

Remarques :
= Les grammaires de type 0 englobent les grammaires de type 1 qui englobent les

grammaires de type 2 qui englobent les grammaires de type 3.
= |l y a une relation d’inclusion stricte entre les 4 types des grammaires c’est a dire :

type 3 type 2 ctype 1ctype 0

= Une grammaire de type i est aussi de type inférieur a i (avec 1<i < 3)
= Le type retenu pour une grammaire est le type maximum de la grammaire qui vérifie
ses regles.

Notation :
» Une grammaire est dite de type 2 généralisé, c’est une grammaire a la forme de

grammaire type 2 et contient au moins une régle A > ¢ tel que A eN - {axiome}
= Une grammaire est dite de type 3 généralisé, c’est une grammaire a la forme de
Grammaire type 3 et contient au moins une régle A —¢ tel que A eN-{axiome}

Exemgle
1=(is, R} fa,
2=({S. Al a,

G3 =({s,A} {a,
0

b},{S—>aS/R /&R — bR/&},S) une grammaire de type 3 généralisé
b,c},{S —aSc/A,A - bAc/ ¢},S) une grammaire de type 2 généralisé
b,c},{S — abcA/ Aabc, A — &, Aa — Sa,cA — cS},S)une grammaire de

1.3.6.Classification_des langages : La classification des grammaires va permettre
de classer les langages selon le type maximum de la grammaire qui I'engendre
(puisque un langage peut étre engendré par plusieurs grammaires de types

différents).
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Remargues :
= |l'y a une relation d’inclusion stricte entre les 4 types des langages.

Langage type 0

Langage type 1
@ Langage type 2

Langage type 3

= On dit qu’un langage est de type i s’il est engendré par une grammaire de type i
et pas par une grammaire d’un type supérieur.

2. Les automates

2.1. Définition : un automate est un autre moyen de représentation des langages
permettant la reconnaissance des mots, c'est-a-dire : un automate d’'un langage
permet de lire un mot et de dire si ce mot appartient a ce langage ou non.

2.2. Classification des automates : comme les grammaires et les langages, les
automates peuvent étre classée en 4 types selon la classification de chomsky, la
classification de chomsky pour les automates consiste a définir, pour chaque type de
langage, 'automate simple permettant de répondre a la question «un mot appartient-
il a un langage ? »

<> il a quatre types d’automates :

M Automate a états finis : il reconnait la les langages de type 3

M Automate a pile : il reconnait les langages de type 2

I Automate a bornes linéaires : il reconnait les langages de types 1

M Machine de Turing : automate qui reconnait les langages de type 0

Remargue : un langage peut étre reconnue par plusieurs automates.

2.3. Automates éguivalents : Deux automates sont équivalents s’il reconnaissant le
méme langage. |A équivalente a A° < L(A)=L(A’)

Chapitre N°4 : Les langagesréquliers

M Rappel : Un langage régulier est un langage engendré par une grammaire réguliére (a
gauche ou bien a droite).

1. Définition : Soit X un alphabet. Un langage L sur X est régulier, s’il est obtenu par un

nombre d’applications fini des opérations (union, concaténation ou étoile de Kleene) sur
les langages réguliers de base suivants.

= Le langage vide ¢
» Le langage qui ne contient que le mot vide {g}
= Le langage de la forme {a} aveca eX
s C’estadire : Si L et L, sont des langages réguliers sur X

alors L1 L, est aussi un langage régulier sur X.
alors L4L, est aussi un langage régulier sur X.
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Si L est un langage régulier sur X
alors L* est aussi un langage régulier sur X.

Exemples : soit X= {a, b}

L=X"={a, b}  est un langage régulier puisqu'il est obtenu par I'application d’'une étoile
de Kleene sur 'union des deux langages reguliers de base {a,}et {b}
Cest adire: { {ajuib} | ={a,b}=X

L= {a”bn /n> 0} n’est pas un langage régulier puisqu’il est obtenu en appliquant un
nombre infini de I'union de la concaténation des langages réguliers de base

@), byet te}

L= {a”bn /12> n} est un langage régulier puisqu’il est obtenu par I'application d’'un
nombre fini de I'union de la concaténation des langages réguliers {a,}, {b}et {8}

Ceest adire : {z}U {{ajibjjU {la}{a}bjib))

L= {a”bm /n,m> 0} est un langage régulier puisque il est obtenu par I'application
d’'une concaténation de I'étoile de Kleene du langage regulier {a,} avec I'étoile de
Kleene du langage régulier {b} . C'est adire: {a}". {b}" = {a"bm /n,m> 0}

Remargue :

= Tout langage fini est régulier.

=Un langage régulier peut étre infini.

= Si L4 et L, sont des langages réguliers alors L, (1L, est aussi régulier.
2. Les expressions réguliéres :

2.1. Définition : une expression réguliére est un autre moyen permettant de représenter
un langage régulier de la fagon suivante :

= ¢ estune expression réguliére qui représente le langage réguliére ¢
= £ est une expression réguliére qui représente le langage réguliére {e}

w= a est une expression réguliére qui représente le langage réguliére {a} avec
ael'alphabet X
s C'est a dire :
Si E1 et E; sont des expressions réguliéres qui représentent respectivement les
langages réguliers Ly et L,
alors (E4+ E,) ou (E; / E») est une expression réguliére qui représente le langage
régulier L, UL,

alors (E4E,) est une expression réguliere qui représente le langage régulier L,L,
alors (E;) est une expression réguliére qui représente le langage régulier L

Remargue :

= Afin d’alléger les parenthéses inutiles des expressions réguliéres, on introduit I'ordre
de priorité suivant :

L’étoile «*» est plus prioritaire que la concaténation «.» et la concaténation «.» est
plus prioritaire que I'addition «+»

Exemple : 1+ 01 est donc équivalente & (1+ (0(1)"))
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&

=

Comme l'union et la concaténation sont associatives, on peut aussi alléger les
parenthéses inutiles des expressions régulieres.

Exemple: (1+0+011) < ( (1+0) +(01)1))
La notation [abc] abrége I'expression réguliére a/ b/ ¢
La notation [a - z] abréger I'expression réguliére a/ b/...... 1z
Pour tout langage régulier, il existe au moine une expression réguliére qui le
représente.
Deux expressions réguliéres sont équivalentes si elles représentent le méme
langage.

E. équivalente & E, <> L(E))=L(E,)|

Les expressions réguliéres ont les mémes propriétés des langages (commutativite,
associativifé, distribution, élément neutre, élément absorbant)
E'=EE*=E E

Exemples : soit X={0,1}

0" est une expression réguliére qui représente le langage qui contient toutes les chaines composées
uniquement du symbole 0 y compris la chaine vide &

110"1est une expression réguliére qui représente le langage qui contient toutes les chaines
commencant par deux symboles de 1 suivis d’'un nombre quelconque de symbole 0, éventuellement
nul,

et terminés par le symbole 1

‘ (0/1X0/1) est une expression réguliére qui représente le langage {00,01.10.11} ‘

/ N W . 5 - - - * - -
‘{0.-’ 1) une expression réguliére qui représente X'= {5‘. toutes les chaines composées des symboles 0 et 1}‘

{0_.-"1}*01 est une expression réguliére qui représente le langage qui contient toutes les chaines
construites sur X et terminées par le facteur 01.

0" /1101 estune expression réguliére qui représente le langage qui contient toutes les chaines
générées par I'expression 0" ou par I'expression 110™

3. Les automates d’états finis :

3.1. Définition : un automate d’états finis est une machine abstraite qui permet de lire un
mot inscrit sur sa bande d’entrée et de dire a travers sa relation de transition si ce

mot |a appartient ou non a un langage régulier.

3.2. Schéma d'un automate d’états finis : un automate d’états finis est composé de :

3.2.1. Une bande en entrée : elle est composée d’'un nombre fini de cellules, sur une
partie desquelles sont inscrits les symboles du mot a lire. Bien sdr un symbole

par cellule.

3.2.2. Une téte de lecture : elle ne peut lire qu’'un seul symbole a la fois, elle peut
étre déplaceé par la relation de transition pour se positionner sur le symbole juste

a droite.

3.2.3. Une boite de controdle : elle est définie par un ensemble fini d’états et par une

relation transition qui décrit le passage entre les états en fonction du symbole lu.

Remargues :

=

&

Parmi les états d’'un automate, on distingue :

. des états initiaux : ce sont les états d’entrée de 'automate.
. des états finaux : ce sont les états de sortie de 'automate.
Un état initial peut aussi étre final.
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= On dit qu'un automate reconnait un mot inscrit sa bande s'il part d’'un état initial en
faisant un passage d’état a chaque lecture d’'un symbole du mot, I'automate doit se
trouve dans un état final a la fin de la lecture du mot.

Le mot W=xyxpx .. ... .. X, telque
chaque x; est un symbole de I'alphabet X

oo TR [ T TTTTT]

téte de lecture ——»

relation de transition

Ensemble des états initiaux

—— Ensemble des états finaux

Boite de contréle ———»

3.3. Définition formelle d’'un automate d’'états finis : un automate d’états finis est
défini par un 5-uplets A=(X, Q, I, ¢, F)

Avec :
X : L’alphabet.
Q : L’ensembile fini des états.
| : L'ensemble des états initiaux (Ic Q)
F : L’'ensemble des états finaux (FcQ)
J : Larelation de transition définie par 'ensemble fini de transitions de la
forme (i,a,j) ou i et j sont des états et a est un symbole € X.
On la note & (i,a)=j qui signifie la transition de I'état i vers I'état j en lisant
le symbole a .
3.4. Représentation d’'un automate d’états fini : il existe deux maniéres de représenter
un AEF

3.4.1.Représentation_matricielle : elle consiste a représenter un automate d’états
finis par une matrice dont :
= Les indices de lignes correspondent aux états de Q.
= Les indices de colonnes correspondent aux symboles de X.
= Chaque case de la matrice de ligne q; et de colonne x; correspond
a la relation de transition & (q;, X; )
Remargues :
= Les indices de la matrice des états initiaux sont précédés d’'une fleche.
= Les indices de la matrice des états finaux sont entourés d’'un cercle.
= Avec la relation & chaque couple (g;, x;) peut avoir 0,1 ou plusieurs états.

¢ représnté par "-" dans la matrice ou
C'est adire : & (i, x;) = {un état par exempleq; ou

plusieurs états regroupés entre { }

3.4.2. Représentation graphique : elle consiste a représenter un automate d’états
finis par un graphe orienté comme suit :
= Chaque état est schématisé par un rond (un nceud).
= Chaque état initial est précédé d’une fleche.
= Chaque état final est entouré d’un cercle.
= Pour chaque transition & (q;, a)=q; on raccorde le noeud q; au noeud
gj par un arc étiqueté par le symbole a
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3.4.2.1. Exemple : soit 'automate d’états finis A=(X,Q, |, 6 ,F) avec

X ={a,b,c}
Q ={a1, 92, d3, 94}
I ={a1, 92}
F ={q4}

o (a1,a)= {q1,q3}
0 (92,b)= {92,93}
0 (93,¢)= {03,94}
o (Q4,b)= Qs

La représentation matricielle

a b C

'l 191 9} 5 5

»>q, - {92. s} -
ds - - {3 9us

@ : Qs :

La représentation graphigue
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