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Chap 1 Rappel de la cinématique 
 
 

L'objet de la cinématique du point est d'étudier le mouvement d'un point au cours du temps 
indépendamment des causes qui produisent le mouvement. Les objectifs sont la détermination des 
grandeurs cinématiques telles que les vecteurs accélération, vitesse, position et l'équation horaire de la 
trajectoire de ce point par rapport à un référentiel choisi par l'observateur. 
1-Vecteur vitesse 
1.1. Expression de la vitesse en cordonnées cartésiennes 

La base  est constituée de vecteurs « fixes » dans le repère : leur direction, leur sens, leur 
norme ne changent pas au cours du temps. En utilisant l'expression du vecteur position en coordonnées 
cartésiennes (équation 1) et les règles de dérivation d'une somme de fonctions, on a : 

 

 

 
Par convention et pour alléger les expression, la « dérivation d'une variable  par rapport au temps  » 
est notée par la variable surmontée d'un point pour la dérivée première, de 2 points pour la dérivée 
seconde etc... 

 
Conclusion : 

 
La valeur  de la vitesse correspond à la norme de ce vecteur : 

 
Du vecteur déplacement élémentaire 
À partir des relations (10) et (11b) on a : 

 
Le déplacement élémentaire en coordonnées cartésiennes correspond donc à un déplacement 

élémentaire  suivant la direction  puis un déplacement élémentaire  suivant la direction 

 (voir figure 9) et enfin un déplacement élémentaire  suivant la direction  . 
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1.2-Expression de la vitesse en cordoonnees polaires 
1.2.1-Dérivation du vecteur position et vitesse angulaire 

La base  est constituée de vecteurs « mobiles » dans le repère : ces vecteurs changent de 
direction au cours du temps. En utilisant l'expression (2) du vecteur position en coordonnées polaires et 
les règles de dérivation d'un produit de fonctions, on a : 

 

D'après l'expression (3c) le vecteur  apparaît comme une fonction de la coordonnée angulaire 
 elle-même fonction du temps au cours du mouvement du point  . La dérivation d'une fonction 
composée permet d'écrire : 

 
La quantité  caractérise la variation de l'angle polaire au cours du temps et correspond à la définition 
de la vitesse angulaire. Elle est souvent notée  (lettre grecque oméga) et s'exprime en 

radian/seconde  . 
1.2.2- Dérivation par rapport à l'angle θ d'un vecteur tournant de norme constante 

L'application des règles de dérivation sur l'expression (3c) du vecteur  donne : 

 

 
D'après la relation (3d) on obtient finalement : 

 

De même pour le vecteur    : 

 

 
Règle de dérivation d'un vecteur unitaire par rapport à l'angle polaire : 

La dérivée par rapport à l'angle polaire  d'un vecteur unitaire  (qui ne dépend que de l'angle  ) est 
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un vecteur unitaire qui lui est directement perpendiculaire (rotation de  dans le sens positif). 
1.2.3-Dérivation par rapport au temps d'un vecteur tournant de norme constante 
D'après la relation (16) on a : 

 
De même : 

 
Règle de dérivation d'un vecteur unitaire par rapport au temps : 

La dérivée par rapport au temps  d'un vecteur  de norme constante est un vecteur dont la norme est 

obtenue en multipliant celle de  par la vitesse angulaire  et qui est directement 

perpendiculaire à  (rotation de  dans le sens positif). 
1.2.4-Expression du vecteur vitesse en coordonnées polaires 
En reprenant l'expression (15) et en utilisant le résultat (18a) on a : 

 

 

 
Les grandeurs  et  sont respectivement les composantes radiale et orthoradiale du vecteur vitesse 
dans la base polaire. 
1.2.5-Expression du vecteur déplacement élémentaire en coordonnées polaires 

À partir des relations (10) et (19a) on a :  

 

 
Figure 10 : Déplacement élémentaire dans le plan en coordonnées polaires 

Un déplacement élémentaire  quelconque à partir d'un point  se décompose donc en un 

déplacement radial  suivant  et un déplacement orthoradial  suivant  . 
1.2. Expression de la vitesse en cordonnées cylindriques 
Il suffit de rajouter la composante suivant l'axe  au système de coordonnées polaires pour obtenir 

l'expression du vecteur vitesse. Le vecteur de base  ne dépendant pas du temps on a 

:  

 

 

http://res-nlp.univ-lemans.fr/NLP_C_M01_G01/res/Fig_10.gif
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Du vecteur déplacement élémentaire 
On obtient l'expression très simplement en combinant un déplacement élémentaire en coordonnées 
polaires avec un déplacement élémentaire  suivant l'axe  . On a donc : 

 
 
2- Vecteur acceleration  
 
Tout comme le vecteur vitesse qui rend compte de la variation du vecteur position par rapport au 
temps, le vecteur accélération va rendre compte des variations du vecteur vitesse par rapport au temps. 
Le vecteur accélération correspond donc à la dérivée par rapport au temps du vecteur vitesse c'est-à-
dire aussi à la dérivée seconde du vecteur position : 

 
Le vecteur accélération correspond à la variations du vecteur vitesse par unité de temps. L'accélération 

s'exprime, dans le système international, en mètres divisés par des secondes au carré : symbole 
 . 
 
 
2.1- cordonnées cartésiennes 
À partir de la définition (31) du vecteur accélération et de l'expression (11) du vecteur vitesse on a : 

 

 

 
 
2.2- cordonnées polaires 
À partir de la définition (31) du vecteur accélération et de l'expression (19) du vecteur vitesse on 

a :  
En utilisant les règles habituelles de dérivations d'un produit et les expressions (18) on a 

:  

 

 
En regroupant et ordonnant les différents résultats on obtient l'expression : 

 

Le premier terme  correspond à la composante radiale de l'accélération et le second 

terme  est sa composante orthoradiale. 
 
2.3- cordonnées cylindriques 
Il suffit de rajouter le terme correspondant à la dérivation de la cote  on a : 
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2.4- Expression  dans la base de Freinet 

Dans la base de Frenet la vitesse s'écrit :  
Le vecteur l'accélération s'obtient en dérivant par rapport au temps le vecteur vitesse 

:  

 
Figure 13 : Base de Frenet et déplacement  élémentaire 

À un instant  , au point  de la trajectoire, le vecteur de base  fait un angle  avec la direction de 
l'axe des  (voir figure 13). À l'instant  , ce vecteur tourne d'un angle  . La dérivée, par 
rapport au temps, de ce vecteur unitaire est donc donnée par (voir règle de dérivation par rapport au 
temps d'un vecteur tournant de norme constante) : 

 
Avec  , le rayon du cercle osculateur tangent à la courbe au point  , on a 

:  

Finalement :  
L'expression du vecteur accélération dans la base de Frenet est : 

 
 

http://res-nlp.univ-lemans.fr/NLP_C_M01_G01/res/Fig_13.gif
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Chap 2- Notions fondamentales de la mécanique analytique 
 
 

1. MOBILITES FONCTIONNELLES D'UN MECANISME 

Un mécanisme est toujours modélisable. A partir de son modèle, l'étude peut mettre en 
évidence : 

• les efforts mis en jeu, c'est le domaine de la statique, 

• les mouvements relatifs de ses composants, c'est le domaine de la cinématique, 

• les puissances transmises, c'est le domaine de la dynamique. 
 

La cinématique est l'étude des mouvements possibles entre solides sans tenir compte des 
causes qui les provoquent. 

En cinématique un solide est considéré comme indéformable. Il peut correspondre à 
une seule pièce ou à un groupe de pièces qui n'ont aucun mouvement les unes par 
rapport aux autres au cours du fonctionnement normal. Ce groupe de pièces est un sous-
ensemble cinématiquement lié. 

 

2. ETUDE DES LIAISONS MECANIQUES 

Pour remplir correctement les différentes fonctions techniques d'un mécanisme, ses 
constituants doivent être assemblés en respectant certaines conditions qui déterminent 
leurs possibilités de mouvement relatif, c'est à dire leurs degrés de liberté. 

 

Une pièce libre dans tous ses déplacements est une 
pièce qui n'a aucune liaison avec une autre pièce 
pièce. 

Dans ce cas elle peut se déplacer suivant trois axes : 

• par translation suivant ces trois axes 

• par rotation suivant ces trois axes 

et chacun de ses déplacements se fait dans les deux sens. 

Cette pièce possède six degrés de liberté. 
 

Définir la fonction technique liaison entre deux pièces revient à préciser pour un type 
de liaison donné, le nombre de degrés de liberté possibles entre ces deux pièces. A un 
degré de liberté supprimé correspond un degré de liaison. 

 
Dans tous les cas, dans une liaison entre deux pièces : 

 
Nbre de degrés de liberté + Nbre degrés de liaison = 6 
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2.1. Liaisons élémentaires 

Liaison simple entre deux pièces obtenue par contact entre des surfaces géométriques élémentaires 
appartenant aux deux pièces. Celle-ci repose sur les hypothèses suivantes : 

• le contact s'établit théoriquement en un point, une portion de ligne ou d'une surface de 
définition géométriquement simple: point, droite, cercle, plan, cylindre, sphère, surface 
hélicoïdale, 

• les surfaces de chacune des pièces sont supposées géométriquement parfaites et le maintien 
du contact est toujours assuré, 

• la liaison est sans jeu. 

Ces surfaces de contact sont appelées surfaces fonctionnelles. 

Contact Plan/Sphère donne : 

liaison ponctuelle ou Sphère-Plan 
 

Contact Plan/Cylindre donne : 
liaison linéaire rectiligne 

 
Contact Plan/Plan donne : 
liaison appui plan 

 
Contact Cylindre /Sphère donne : 
liaison linéaire annulaire 

 
Contact Cylindre/Cylindre donne : 
liaison pivot glissant 

 
Contact Sphère/Sphère donne : 
liaison sphérique 

 
2.2. Liaisons composées 

Elles sont obtenues par association cohérente de plusieurs liaisons élémentaires. 
 

Association Appui plan/Linéaire 
rectiligne/Ponctuelle donne : 

liaison complète 
 

Association Appui plan/Linéaire 
rectiligne donne : 

liaison glissière 
 

Association Linéaire 
annulaire/Appui plan donne : 

liaison pivot 
 

Association Rotule/Ponctuelle 
donne : 

liaison sphérique à doigt 
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3. CARACTERISTIQUES DES LIAISONS MECANNIQUES 

Les liaisons mécaniques sont caractérisées par leurs degrés de liberté et leur torseur d'action 
mécanique transmissible. 

3.1. Torseur d'action mécanique transmissible 

Un torseur d’action mécanique transmissible permet d’écrire les efforts et les moments 
transmissibles par une liaison entre deux solides S1 et S2. 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
 
 

Le torseur {T} est composé : 

• du vecteur £££R, somme des actions mutuelles entre ces deux pièces, 

• du vecteur £M, moment en un point des actions mutuelles entre ces deux pièces. 
 

Son écriture au centre de la liaison (centre de réduction) se réduit à ces deux vecteurs que l'on 
appelle ses éléments de réduction. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( X, Y, Z ) sont les composantes de ££££R 
 

( L, M, N ) sont les composantes de ££££££££M0££££R 
 

3.1.1. Expression du torseur d'action mécanique transmissible dans une liaison 

Le nombre de paramètres du torseur est égal au nombre de degrés de liaison. 
 

 A un degré de liaison en translation correspond un paramètre de la résultante ££££R du 
torseur; 

 
 A un degré de liaison en rotation correspond un paramètre du moment ££££MO££££R du 

torseur. 

£R2/1 

{T} = 

A 
£MO£R2 /1 

Ecriture vectorielle du torseur d'action mécanique 

transmissible 
R 

{T} = 

A 

X2/1 L2/1 

Y2/1 M2/1 

Z2/1 N2/1 R 

Ecriture projetée du torseur d'action mécanique 

transmissible 
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A 

4. ETUDE DES LIAISONS 

4.1. Liaison ponctuelle ou sphère-plan 

 
 

Un degré de liaison en translation suivant Az 0

 0 

 
 
 
 
 
 

4.2. Liaison linéaire rectiligne 

{T} = 0 0 

Z2/1 0 

 
 

  
 
 
 
 
 
 
 

{T} = 

0 L2/1 

0 0 

Z2/1 0 

 

 
 

A 
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4.3. Liaison linéaire annulaire 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.4. Liaison sphérique ou rotule 

 
 

{T} = 

X2/1 0 

0 0 

Z2/1 0 

 

   
 
 
 
 
 
 
 

{T} = 

A 

 
X2/1 0 

Y2/1 0 

Z2/1 0 

 

 
 

A 
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4.5. Liaison appui plan 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.6. Liaison pivot glissant 

 
 

{T} = 

0 L2/1 

0 M2/1 

Z2/1 0 

 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{T} = 

0 0 

Y2/1 M2/1 

Z2/1 N2/1 

 

 
 

A 

 

 
 

A 
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4.7. Liaison pivot 

 
 
 
 

 
 
 

4.8. Liaison glissière 
 

 

 
 

{T} = 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{T} = 

X2/1 0 

Y2/1 M2/1 

Z2/1 N2/1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

0 L2/1 

Y2/1 M2/1 

Z2/1 N2/1 

 

 
 

A 

 

 
 

A 
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4.9. Liaison hélicoïdale 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

{T} = 
X2/1

 L2/
1 

Y2/1

 M2/
1 

Z2/1

 N2/
1 

 
 

avec Tx = f(Rx) 

 
 
 
 
 
 

4.10. Liaison complète ou encastrement 

Aucun degré de liberté possible. Ce type de liaison est soit démontable, soit indémontable (mécano- 
soudé). 

 
 
 

{T} = 

A 

X2/1 L2/1 

Y2/1 M2/1 

Z2/1 N2/1 

 

 
 

A 
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4.11. Tableau des symboles normalisés des liaisons mécaniques 
 
 
 
 

 
Nom de la 

liaison 

T
ra

n
sl

a
ti

o
n

 

R
o

ta
ti

o
n

 

D
e

g
ré

s 
d

e
 

li
b

e
rt

é
 

 
 

Représentation plane 

 
 

Représentation 
spatiale 

 
 

Exemples 

Sphère- 
Plan 

 
2 

 
3 

 
5 

 

  

 

 

 

 

 

Appui plan 

 
2 

 
1 

 
3 

 

 

 

 

 

 

 
Pivot 

 
0 

 
1 

 
1 

 

 

 

 

 

 

 
Pivot 

glissant 

 
1 

 
1 

 
2 

 

 

 

 

 

 

 
Glissière 

 
1 

 
0 

 
1 

 

 

 

 

 

 

 
Linéaire 
rectiligne 

 

2 

 

2 

 

4 

 

 

 

 

 

 

 
Linéaire 

annulaire 

 
1 

 
3 

 
4 

 

 

 

 

 

 

 
Sphérique 

 
0 

 
3 

 
3 

 

 

 

 

 

 

 
Hélicoïdale 

 
1+1 

 
1 
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Complète 

 
0 

 
0 

 
0 

 

(S
2) 

 
 

(S1) 

 
(
S
2
) 

 
 
 
 

(S1) 
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TD N :02 

Exercice N :01 

Déterminer le nombre de degrés  de liberté des deux liaisons suivantes : 
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Figure 1                                                                                Figure 2 

 

Exercice N :02 

- Déterminer le nombre de degrés  de liberté de la liaison pivot suivante : 

- Ecrire son torseur des forces d action au point A 

 

Figure 3 
 

Exercice N :03 

- Déterminer le nombre de degrés  de liberté de la liaison rotule ou sphérique  

- Ecrire son torseur des forces d action au point A 

 

Figure 4 

 

Solution  

Exercice N :01 

Figure 1 

- Pas de translation le long de l axe Ox 

- Pas de translation le long de l axe Oy 

- Pas de translation le long de l axe Oz 

- Pas de rotation autour de l axe Ox 

- Pas de rotation autour de l axe Oy 

- Pas de rotation autour de l axe Oz 

Donc le nombre de dres de liberte ;  Nddl = 0 

Figure 2 
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- Pas de translation le long de l axe Ox 

- Pas de translation le long de l axe Oy 

- Pas de translation le long de l axe Oz 

- rotation autour de l axe Ox 

- rotation autour de l axe Oy 

- rotation autour de l axe Oz 

Donc le nombre de dres de liberte ;  Nddl = 3 

 

Exercice N :02 

Figure 3 

1/-Nombre de degrés de liberté 

- Pas de translation le long de l axe Ox 

- Pas de translation le long de l axe Oy 

- Pas de translation le long de l axe Oz 

- rotation autour de l axe Ox 

- pas de rotation autour de l axe Oy 

- pas de rotation autour de l axe Oz 

Donc le nombre de degrés de liberté ;  Nddl = 1 

 

2/- Torseur des forces d’action au point A 

On a : 

Nombre de liaison + nombre de degrés de liberté =6 

Donc : 

Nombre de liaisons = 6 – Nombre de degres de liberte = 6 -1= 5 

[𝑇]𝐴  = [
𝑋 𝐿
𝑌 𝑀
𝑍 𝑁

] 

 

[𝑇]𝐴  = [
𝑋 0
𝑌 𝑀
𝑍 𝑁

] 

 

Exercice N :02 

Figure 4 

1/-Nombre de degrés de liberté 

- Pas de translation le long de l axe Ox 

- Pas de translation le long de l axe Oy 

- Pas de translation le long de l axe Oz 

- rotation autour de l axe Ox 

- rotation autour de l axe Oy 

- de rotation autour de l axe Oz 

Donc le nombre de degrés de liberté ;  Nddl = 3 

 

2/- Torseur des forces d’action au point A 

On a : 

Nombre de liaison + nombre de degrés de liberté =6 

Donc : 

Nombre de liaisons = 6 – Nombre de degres de liberte = 6 -3= 3 

[𝑇]𝐴  = [
𝑋 𝐿
𝑌 𝑀
𝑍 𝑁

] 

 

[𝑇]𝐴  = [
𝑋 0
𝑌 0
𝑍 0

] 
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