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Chap 1 Rappel de la cinématique

L'objet de la cinématique du point est d'étudier le mouvement d'un point au cours du temps
indépendamment des causes qui produisent le mouvement. Les objectifs sont la détermination des
grandeurs cinématiques telles que les vecteurs accélération, vitesse, position et I'équation horaire de la
trajectoire de ce point par rapport a un référentiel choisi par 'observateur.

1-Vecteur vitesse

1.1. Expression de la vitesse en cordonnées cartésiennes

— —
La base (16, 1 v I 2) est constituée de vecteurs « fixes » dans le repére : leur direction, leur sens, leur
norme ne changent pas au cours du temps. En utilisant I'expression du vecteur position en coordonnées
cartésiennes (équation 1) et les régles de dérivation d'une somme de fonctions, on a:

-  dOM AT+ Y, + 20

Vi = —— = — (11a)
dx dv dz

V) = Tt T+ (11h)

V) = 518, + 51, + 210, (11¢)

Par convention et pour alléger les expression, la « dérivation d'une variable X par rapport au temps f »
est notée par la variable surmontée d'un point pour la dérivée premiere, de 2 points pour la dérivée
seconde etc...

dx . d’x .
— =X — =X (12)
ds dr-
Conclusion :
_} - - .
ViV,=x,V, =3V, =2 (13a)
La valeur V' de la vitesse correspond a la norme de ce vecteur :
_)
|V l=V= (13b)
Du vecteur déplacement élémentaire
A partir des relations (10) et (11b)on a:
—— — =
dOM =dl = V(ndr =dxud, +dyu, +dzul, (14)
Le déplacement élémentaire en coordonnées cartésiennes correspond donc a un déplacement

— ; -
élémentaire dX suivant la direction I x puis un déplacement élémentaire dy syivant 1a direction ¥y

_}
(voir figure 9) et enfin un déplacement élémentaire dz suivant la direction ¥:.
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1.2-Expression de la vitesse en cordoonnees polaires

1.2.1-Dérivation du vecteur position et vitesse angulaire
— =

La base Yp» Hdest constituée de vecteurs « mobiles » dans le repere : ces vecteurs changent de

direction au cours du temps. En utilisant I'expression (2) du vecteur position en coordonnées polaires et

les régles de dérivation d'un produit de fonctions, on a:

— dOoM B dpd,) dp_, da, du,

Vi) = " T = s I_I_J,; +p? =pii, +pd—; (15)
T

D'apreés l'expression (3c) le vecteur 7 apparait comme une fonction de la coordonnée angulaire /
elle-méme fonction du temps au cours du mouvement du point M . La dérivation d'une fonction
composée permet d'écrire :

du

_Ir'l
dr

d¢ dr =0 do do

La quantité & caractérise la variation de 1'angle polaire au cours du temps et correspond a la définition
de la vitesse angulaire. Elle est souvent notée (v (lettre grecque oméga) et s'exprime en

e o]
radian/seconde (rad.s™")
1.2.2- Dérivation par rapport a I'angle 6 d'un vecteur tournant de norme constante

_—’
L'application des régles de dérivation sur I'expression (3c) du vecteur Hp donne :

du,, _dl(cos 0)i , + (sin 67 ] ~ d(cos 0) =, d(sin H)Tf
= x ¥

{}jﬁ de de
T .
d_ﬁ: = —sindu ,+ cos 0, (17a)

D'apres la relation (3d) on obtient finalement :
diip _,

0 =iy (17h)

_—;
De méme pour le vecteur H# :

didy  dl(—sin6)i , + (cos 0)i | ) )
= = = —cosii ,— sinful , = —[cos Gl  + sin 614,

& a9
% =7 (17¢)

Regle de dérivation d'un vecteur unitaire par rapport a I'angle polaire :

j"l

_—’
La dérivée par rapport a I'angle polaire £ d'un vecteur unitaire i (qui ne dépend que de I'angle & ) est
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un vecteur unitaire qui lui est directement perpendiculaire (rotation de T /2 dans le sens positif).
1.2.3-Dérivation par rapport au temps d'un vecteur tournant de norme constante
D'apres la relation (16) ona:

du, di,d9 .du

- L -, =W 18
& do ar T ag THe= @l (184)
De méme :
di, du,de . .
e e iy (18b)

dr de dr de

Regle de dérivation d'un vecteur unitaire par rapport au temps :
La dérivée par rapport au temps ! d' un vecteur ! de norme constante est un vecteur dont la norme est
obtenue en multlpllant celle de I par la vitesse angulaire 0= w et qui est directement

perpendiculaire a I (rotation de /2 dans le sens positif).
1.2.4-Expression du vecteur vitesse en coordonnées polaires
En reprenant I'expression (15) et en utilisant le résultat (18a) on a:

dipi,) _,  du,

E{r}: r =pu, 1+p? —pu + plid g (19a)
V(V, =p: Vy = pb) (19h)

= ¥ s |
V@)=V = p + (pt)- (19¢)

Les grandeurs " et Vi sont respectivement les composantes radiale et orthoradiale du vecteur vitesse
dans la base polaire.
1.2.5-Expression du vecteur déplacement élémentaire en coordonnées polaires

— de_,
\ dOM =d [ = V(i)dr = [d" + Pl
A partir des relations (10) et (19a) ona: dr

dOM =d T =V(odt = dpii, + pdd Tt (20)

W

Figure 10 : Déplacement élémentaire dans le plan en coordonnées polaires

.—.’
Un déplacement élémentaire dl quelconque a partir d'un point M se décompose donc en un
4 —
déplacement radial dp suivant Yp etun déplacement orthoradial PA0 syivant U .
1.2. Expression de la vitesse en cordonnées cylindriques

Il suffit de rajouter la composante suivant 1'axe 02 au systéeme de coordonnées polaires pour obtenir

_—)
l'expression du vecteur vitesse. Le vecteur de base Y:ne dépendant pas du temps on a

: dr dr o dr dr
_’vm = it + piity +;';TE, 2la)
‘.f’(l-f'1 =p:Vyg=pl:V.=¢ (21h)
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= =% . 2 =%
1 V@) =V = 2 + (o) +2 ele)
Du vecteur déplacement élémentaire

On obtient l'expression trés simplement en combinant un déplacement élémentaire en coordonnées
polaires avec un déplacement élémentaire €z suivantl'axe 92 . On a donc:

.—.}
dOM = d [ =V()dt = dp@t, + pdiity + 2T, (22)
2- Vecteur acceleration

Tout comme le vecteur vitesse qui rend compte de la variation du vecteur position par rapport au
temps, le vecteur accélération va rendre compte des variations du vecteur vitesse par rapport au temps.
Le vecteur accélération correspond donc a la dérivée par rapport au temps du vecteur vitesse c'est-a-
dire aussi a la dérivée seconde du vecteur position :

— L
~, dv oM

d= = — (31)
dt dr-

Le vecteur accélération correspond a la variations du vecteur vitesse par unité de temps. L'accélération

i ]
s'exprime, dans le systéme international, en metres divisés par des secondes au carré : symbole 1M1 * § ~

2.1- cordonnées cartésiennes
A partir de la définition (31) du vecteur accélération et de I'expression (11) du vecteur vitesse on a:

o dV@) _dliu +iu i dil,  di, | di

= = - u,+ —u,+ — H,-
dr dr B TR TR
dv)
4= = Xui + VU, + 7, (32a)
Tz’:[at_‘.ﬁ_x day _‘.f'_ _'r*a,_‘.f',_4,

2.2- cordonnées polaires
A partir de la définition (31) du vecteur accélération et de l'expression (19) du vecteur vitesse on

- _ d_}]-"(f) _ d(i’i'?p + plli ) B d(ﬂ'_“’p]' N d(p6d )
a: dr dr e dr
En utilisant les regles habituelles de dérivations d'un produit et les expressions (18) on a
dpi,) d@p)_,  da,) o
= i, +p =P+ ol = o+ piid
T dr 4 £ dr puy+plbugl =pup+pbuy
d(pdid o) d(p:: d@ _, d("”)
= H_)U"‘ _P g+ Fﬂ_)ﬂ"'!ﬂ“ﬁ"‘!ﬂl H_) .

dr
d(p it g)

= —Ji'}g}?{’p + [‘p'H +I|U‘H]-T;{j

de
En regroupant et ordonnant les différents résultats on obtient l'expression :
dv () . L
q= =(p—pi* )i, + 200 + piidl (33)

dt

g |
Le premier terme dp = =(p—pth)
terme o = (ZP'H +PH) est sa composante orthoradiale.

correspond a la composante radiale de 1'accélération et le second

2.3- cordonnées cylindriques
Il suffit de rajouter le terme correspondant a la dérivation de la cote Z- ona:
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= — - = (p— pb Vi, + (200 + piil g + 510 (34)
a :( a, =p- p0* sag = 2p0 + pb ;a, _4,)

2.4- Expression dans la base de Freinet

K3 — —
i éerit: ¥ = Sl =vi
Dans la base de Frenet la vitesse s'écrit : Sty t
Le vecteur l'accélération s'obtient en dérivant par rapport au temps le vecteur vitesse
- ds—y,  du,

ad=—ii, + 55—

dr dr

Figure 13 : Base de Frenet et déplacement ds élémentaire

_—;
A un instant f, au point M de la trajectoire, le vecteur de base !t fait un angle ¢ avec la direction de
l'axe des X (voir figure 13). A l'instant f + df, ce vecteur tourne d'un angle der. La dérivée, par
rapport au temps, de ce vecteur unitaire est donc donnée par (voir régle de dérivation par rapport au
temps d'un vecteur tournant de norme constante) :

I .
—_— =iy,
dt
Avec CM =p , le rayon du cercle osculateur tangent a la courbe au point M, on a
der lds 5§ v
ds=CMdoy =pdoo = —=d==—=—= =
: dr pdt  p p
d I{r __; .i‘__; E____". ]-:I____)
§—— =8 lUy = 8=, = —li,=—1U,
Finalement: d/ P P P
L'expression du vecteur accélératlon dans la base de Frenet est :
.
v dv, v
— . —
d=8U,+—li,=—1u,+—1, (35)
Je dt e,

YL
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Exercice 1 :

Soit un vecteur A = 271 — 3] suivant les coordonnées cartésiennes. Convertir ce vecteur
en coordonnées polaire ?

Solutions :

Les coordonnées cartésiennes en fonction des coordonnées polaires s’écrivent :
{=cos6 U, —sinf Uy
J =sinf U, + cos 6 Uy

A= 2i-37= 2(c050w—sin679')—3(sin6w+c059U_é)

A= (2cosB+3sin0)U, — (2sinf +3 cos) Uy
Exercice 2 :

Dans un repére cartésien (O, x, y), muni de la base (7,J), un point M en mouvement tel
que :
OM= (1+cost) +sint]

1)- Déterminer la nature de la trajectoire de M ?

2)- Exprimer le vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes et déterminer son module
3)- En déduire la nature du mouvement et déterminer la vitesse angulaire © ?

4)- Exprimer le vecteur accélération en coordonnées cartésiennes et déterminer son
module. Que représente cette accélération dans le repere de Frenet et pourquoi?

5)- Déterminer I’angle o que fait I’accélération avec la vitesse ?

6)- Exprimer le vecteur vitesse et le vecteur accélération en coordonnées polaires ?

1)- Nature de la trajectoire :
x=1+cost
y =sint
D’ou
(x—1)?2 =cost?...(1)
y* = Bit2.... ()

(1)*+(2) nous donne : (x — 1)?+y? =1
La trajectoire est un cercle de rayon R = 1m et de centre (1,0)
2)- Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes :

L, _doM _ .

U—W— —sinti+cost)

Le module de la vitesse est : v = 1m/s

6/11



YL

3)- La nature du mouvement :

La vitesse est constante donc le mouvement est circulaire uniforme.
La vitesse angulaire ® est constante

v
w=—=1rad/s
R
4)- Vecteur accélération :
d=—=—costi—sint]
Le module de ’accélération est : 1 m/s?

Cette accélération représente 1’accélération normale an dans le repere de Frenet car le
mouvement est circulaire uniforme : ’accélération tangentielle est nulle a=0m/s?

5)- L’angle o entre I’accélération et la vitesse :
Par le produit scalaire ou par le produit vectoriel :
AXvV=—cost? (IX))x+costsint(Tx7)+sint? (Jx1)—sint (X))

axv=—k

D’autre part :
|a X ¥| = a.v.sin(a, v) = sin(d, v)
a=m/2
6)- Vecteur vitesse et vecteur accélération en coordonnées polaire :

OM =R Ur) , R=1m est constant et 6 =t

. doM . . .
v = 7 =6R Ue = Ug
Le module de la vitesse en coordonnées polaire v=1m/s
L, adv - -
a= E = —60 UT‘ = _UT‘

D’ou a=1m/s?
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Chap 2- Notions fondamentales de la mécanique analytique

1. MOBILITES FONCTIONNELLES D'UN MECANISME
Un mécanisme est toujours modélisable. A partir de son modéle, I'étude peut mettre en
évidence :
e les efforts mis en jeu, c'est le domaine de la statique,
¢ les mouvements relatifs de ses composants, c'est le domaine de la cinématique,
e les puissances transmises, c'est le domaine de la dynamique.

La cinématique est 1'étude des mouvements possibles entre solides sans tenir compte des
causes quiles provoquent.

En cinématique un solide est considéré comme indéformable. Il peut correspondre a
une seule pieéce ou a un groupe de piéces qui n'ont aucun mouvement les unes par
rapport aux autres au coursdu fonctionnement normal. Ce groupe de piéces est un sous-
ensemble cinématiquement lié.

2. ETUDE DES LIAISONS MECANIQUES
Pour remplir correctement les différentes fonctions techniques d'un mécanisme, ses
constituantsdoivent étre assemblés en respectant certaines conditions qui déterminent
leurs possibilités de mouvement relatif, c'est a dire leurs degrés de liberté.

Le cube peut Une piece libre dans tous ses déplacements est une
S okacer piece qui n'aaucune liaison avec une autre piece

suivant les
trois axes et

tourner autour piéce.

de chacun d'eux

Dans ce cas elle peut se déplacer suivant trois axes :
e par translation suivant ces trois axes

e par rotation suivant ces trois axes

S s, BTN B et chacun de ses déplacements se fait dans les deux sens.
Suivant I'axe Oz TRANSLATION Tz, ROTATION Rz
Soit:  DEGRES DE LISERTE T ONS Cette piéce possede six degrés de liberté.

Définir la fonction technique liaison entre deux pieces revient a préciser pour un type
de liaison donné, le nombre de degrés de liberté possibles entre ces deux piéces. A un
degré de liberté supprimécorrespond un degré de liaison.

Dans tous les cas, dans une liaison entre deux pieces :

Nbre de degrés de liberté + Nbre degrés de liaison = 6

YL
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2.1.

2.2.

Liaisons élémentaires

Liaison simple entre deux pieces obtenue par contact entre des surfaces géométriques élémentaires
appartenant aux deux pieces. Celle-ci repose sur les hypotheses suivantes :
e e contact s'établit théoriquement en un point, une portion de ligne ou d'une surface de
définition géométriquement simple: point, droite, cercle, plan, cylindre, sphére, surface

hélicoidale,

e les surfaces de chacune des pieces sont supposées géométriquement parfaites et le maintien

du contact est toujours assuré,
e laliaison est sans jeu.

Ces surfaces de contact sont appelées surfaces fonctionnelles.

Contact Plan/Sphére donne :
liaison ponctuelle ou Sphere-Plan

Contact Plan/Cylindre donne :
liaison linéaire rectiligne

Contact Plan/Plan donne :
liaison appui plan

Contact Cylindre /Sphére donne :
liaison linéaire annulaire

Contact Cylindre/Cylindre donne :
liaison pivot glissant

Contact Sphere/Sphere donne :
liaison sphérique

Liaisons composées

Plan cylindre Sphére
w I
5 S1
; e | @
Q
wv
=
P ‘”
=, S1
)
c
0
i | <2

Elles sont obtenues par association cohérente de plusieurs liaisons élémentaires.

Association Appui plan/Linéaire
rectiligne/Ponctuelle donne :
liaison compléte

Association Appui plan/Linéaire
rectiligne donne :
liaison glissiére

Association Linéaire
annulaire/Appui plan donne:
liaison pivot

Association Rotule/Ponctuelle
donne:
liaison sphérique a doigt

Association
de liaisons
élémentaires

Exemple

Association
de liaisons
élémentaires

Exemple

51

(2]

=1

Appui plan + L . .
linéaire rectiligne | Poutre encastrée meaalre 3?”%'2“ er?';légclg‘ggn

+ ponctuelle ppuip

V e s1

Appui plan + Guidage Rotule .
linéaire rectiligne | en translation + ponctuelle Joint de cardan
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3. CARACTERISTIQUES DES LIAISONS MECANNIQUES

Les liaisons mécaniques sont caractérisées par leurs degrés de liberté et leur torseur d'action
mécanique transmissible.

3.1 Torseur d'action mécanique transmissible

Un torseur d’action mécanique transmissible permet d’écrire les efforts et les moments
transmissibles par une liaison entre deux solides S1 et S2.

Le torseur {T} est composé :
e duvecteur R, somme des actions mutuelles entre ces deux pieces,
e duvecteur M, moment en un point des actions mutuelles entre ces deux pieces.

Son écriture au centre de la liaison (centre de réduction) se réduit a ces deux vecteurs que l'on
appelle ses éléments de réduction.

Ron
{T} = Ecriture vectorielle du torseur d'action mécanique
MoR transmissible
A oR2/1 R
Xon  Lon
{T} - Yo Mo Ecriture projetée du torseur d'action mecanique
Al Zon Nanw Jp transmissible

(X, Y, Z) sontles composantes de R

(L, M, N ) sont les composantes de :MJR

3.1.1. Expression du torseur d'action mécanique transmissible dans une liaison
Le nombre de parametres du torseur est égal au nombre de degrés de liaison.

A un degré de liaison en translation correspond un parameétre de la résultante Rdu
torseur;

A un degré de liaison en rotation correspond un parametre du moment MgR du
torseur.

YL
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ETUDE DES LIAISON

4.1. Liaison ponctuelle ou sphére-plan

A I M Sphere sur Plan Cylindres avec axes non paralleles

Bolide {82)

Solide (81)

Solide (S1) '\
Solide (S1

Solide (52)

Solide (82)

Un degré de liaison en translation suivant Az0

Solide (S2)

0
Solide {S1)
{T}= 0 0
Zz/1 0
4.2. Liaison linéaire rectiligne
Surface latérale CYLINDRE / PLAN 2 SPHERES sur PLAN
Solide (82) . Solide (S2)
Solide (81) Solide {S1)
Solide (52) 0 L2/1
{T} = 0 0
= A Z2/1 0O

Solide (1)

11



4.3. Liaison linéaire annulair

SPHERE - CYLINDRE SPHERE - PRISME

e

Solide (82)

Solide (81)

Solide (S1)

Solide (S2)

X2/1 O
{T} = 0 0
£ ' A Z2/1 0
Solide (81)
4.4,  Liaison sphéri rotul
SPHERE - SPHERE SPHERE - Cercle et Point SPHERE -3 POINTS

Solide (S2)

Solide (82) Solide (81)

Solide (31) Solide (S1)

Solide (S2)

Solide {82)
X2/1 0
{T} = Y2/1 0
Al 221 0

Solide ($1)
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45, Liaison i plan

Plan {Plan
Solide (S2,

Solide {(81)

Solide (82)

Solide (S1) Y

4.6. Liaison pivot glissant

CYLINDRE - CYLINDRE

Solide {S2)

Solide (S1)

Solide (82) Solide (81)

PLAN -3 Points
Solide {2

Solide (51)

0 L2/1
A Zz/1 0

2 SPHERES - CYLINDRE

Solide (S2)

Solide (81)

0 0
Y2/1 M2/1
A L Z2/1 N2j1

{T} =

PLAN / Ligne et Point
Solide {S2)

Solide (S1)

2 SPHERES -2 PLANS

Solide (81)

Solide (82)

13
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4.7.

4.8.

Liaison pivot

PIVOT GLISSANT + PONCTUEL

Solide {81)

Solide (82)

Solide {S2)

Solide (81)

Liaison glissiére

Solide (52)

PIVOT GLISSANT + PONCTUEL
(Vé+2spheres ) + { Plantsphere )

Solide (S2)

Solide (81)

Solide (81)

PLAN + LINEAIRE ANNULAIRE
Solide (S2)

ROTULE + L.ANNULAIRE

Solide (52) %

Solide (S1)

X2/1 0
Y2/1 M2/1
A Z2/1 N2/1

{T} =

APPUI PLAN+Lineaire Rectiligne
( plant+3points ) + { plan+2points )

Solide (S2)

Solide {81)

{1} =
0 L2/1

Y2/1 M2/1
a L Z2/1 N2j1

14



4.9. Liaison hélicoidale

PIVOT GLISSANT + PONCTUEL

3 SPHERES - PLANS
Solide (S2) y Solide (81) Solide (S2)

Solide (81)
X2 /1
{T} = L2/ avec Tx = f(Rx)
1
\ Solide (S2) YZ/ 1
vis M2/
At
ZZ/l
N2/
1

4.10. Liaison compléte ou encastrement

Aucun degré de liberté possible. Ce type de liaison est soit démontable, soit indémontable (mécano-
soudé).

X2/1 L2/1
{T} = Y2/1 M2/1
AL Z2/1 N2/1

YL 15
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4.11.

Tableau des symboles normalisés des liaisons mécaniques

g o
Nomdela | 5| §| = g
liaison .‘-; ﬁ ~§ 4 Représentation plane Représentation Exemples
S| 8| w0 spatiale
Ele| &7
=
SI;)l;ere- 2 3 5 {82) 7‘ (82)
n :
2 (52 |81
. 2|1 3 52 (s2) (s2)
Appui plan - :
;(81) (s1)
(s1)
. S2
Pivot 01| 1 i O
- L | T
" . b
= I\
isn | (81) T
N 1) | —
Pivot 1)1 2 82 3/2/ s3>~
= = - i
P
glissant . O o ) s
Mol
Glissiére 11]0 1 ~182) (s2) 55
(52) @ W ®
B S
(51 s B
a7 = $2
Linéaire 22| 4 -, (s2) - |
rectiligne . O
(81) ‘(81 r =
sy
Linéaire 1|3 4 (s2) 2) (52) ' :
annulaire N = C ):rf:—’!
n “7 T ‘\ L; 2
81) (81 1\ e
Ari < (52)
Sphérique | 0 | 3 3 AN, A p‘,'
&J> p W &d
s1 L o -
_L (S1)_»")
Hélicoidale | 1+1 1 82) %/(Eg)
™
1 /K\Aj ]>/
/U}_ P
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Compléte

(51)

(S

(51)

- N LN~

2f | soudure

17
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| - Définition des liaisons.

Soit un syst¢éme de N points (M;) ou de N’ solides en interaction. S’il s’agit de solides les forces intérieures ou de contact
doivent assurer I’invariabilité des distances mutuelles. On définit ainsi des liaisons :

- holonomes (1.h)
- non holonomes (1.n.h) x M; (%, i, 2)
- parfaites ou a résistances passives ()]

- stationnaires ou non 7

- bilatérales ou unilatérales.

(So)
Le solide (S) est en contact avec (Se), (Se) pouvant étre mobile \
ou non.

v

1.1 Liaisons holonomes. e

Ce sont des liaisons se définissant par des relations entre les coordonnées, elles s’écrivent sous la forme :
fi (X i z) =0 ki [tr] in [IN]
sir est le nombre de ces liaisons.

Comme exemple donnons celui du pendule simple oscillant dans le

plan vertical z=0: O

il y a deux liaisons holonomes : ; y

M
x2 +y2 -2 =0 (m)
ou fi(x,y,z2)=0etz=0

ou f(x,y,2) =0

v

soit ici r =2.

1.2 Liaisons non holonomes (l.n.h).

Elles se traduisent par des relations linéaires entre les vitesses et s’expriment sous la forme :
ajx; +a, =0 10 [1r] in [13N]

les ay; et a, étant des fonctions des coordonnées et éventuellement du temps (si obstacle mobile).
Donnons deux exemples :

a) roulement dans un plan vertical. b) cerceau roulant et pivotant.
z

Cerceau dans un plan vertical : la condition de non glissement Vy =0 donne : , c'est-a-dire une liaison non
holonome (en apparence).

Cerceau roulant et pivotant : dans le repére de projection R, : \t, Tr,ﬁ} on a, avec toujours : Vy =0 :

xcosll +ysinl 0 i
Vg |=xsinl +ycosl JG |acos(l 0 |=0sind
z asinll [ +0 cosl

Vi =xcosll +ysinl +a(l + cosll) =0
soit : V|V, ==xsinll +ycosl +al sinl =0
V,, =z—-all cosl =0
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V, =0 =z -al cosl s'intégre en soit une liaison holonome : r=1.
11 existe deux liaisons non holonomes ; 1’ = 2, soit :

xcosll +ysinl +a(l +I cosl) =0

=Xsinll +ycosl +all sinll =0

de la forme :

a;x; +a) =0 avec ici a =0

1.3 Liaisons parfaites ou a résistances passives.

. =T e "R 0dr; (absence de frottement de glissement
Liaisons parfaites : R, réaction de contact, : Ri.dri =0 avec B‘ : f’r' { g )
dri =0 ou non glissement, cf cerceau.

C'est précisément parce qu'il existe des forces de frottement de glissement suffisantes...qu'il n'y a pas de glissement au point de
contact.

Résistances passives : F{i.a'i 0.
1.4 Liaisons stationnaires (ou instationnaires).

Exemple : dans x? +y2 = ¢2 =0 le temps t n'apparait pas de fagon explicite (obstacle fixe).
Forme générale (par exemple pour des liaisons holonomes) : i (x;,y;,z;,t) =0 .

1.5 Liaisons unilatérales - bilatérales.
Dans le cas du pendule simple de longueur ¢ =OA oscillant dans un plan vertical, soit un anneau M de coordonnées x et y se

déplacant sur la longueur du pendule : OM<OA ou encore : - inégalit¢ donc liaison unilatérale (liaison
bilatérale dans le cas de I'égalité).

Il - Coordonnées généralisées (,qs).

Soit un systéme matériel (ex : N points) possédant r liaisons holonomes : fi (x;,t)=0. k: [1,r] I [1,3N]

1I existe donc r fonctions implicites de 3N coordonnées cartésiennes. On admetira le théoréme d'analyse sur les fonctions
implicites qui indique que r coordonnées (par exemple les r premicres) peuvent s'exprimer en fonction des 3N-r autres
coordonnées :

Xq =X1LXr+1.V,.X3N) avec [ Xq,X2,X3 pour X4,¥4,Zq...

Xr =xr(xr+‘!=---x3N)

11 reste donc n = 3N-r coordonnées indépendantes (au sens algébrique).

2.1 Définition du nombre n de degrés de liberté d'un systéme mécanique.

Un systéme mécanique est 4 n degrés de liberté lorsque ses liaisons holonomes traitées comme bilatérales réduisent & n le
nombre de parametres indépendants qu'on désignera par les variables q,. Les g, définissent les coordonnées généralisées du
systéme.

Notation : n =3N+6N"-r, s'il y a N points matériels et N' solides en interaction.

Exemples :
a) Pendule oscillant dans un plan vertical (N = 1). Les liaisons holonomes :
x? +y2 -2 =0
et z =0
donnent r=2 d'otin = 3x1-2 = 1 degré de liberté (par exemple 'angle [/ de rotation).

tat=t1}.

b) Cerceau roulant et pivotant (N'= 1). La liaison holonome :
z-asinl =0

donne r=1 d'oti n = 6x1-1 =5 degrés de liberté :

{q5}={x.y.J 0,0 } par exemple.
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2.2 Equations de transformation.
Soit N points matériels repérés par :
fi =0i(Q1,.Gere- G 1) noté : ri =ri(,get) s:[tn] i-[iN]

11 existe 3N équations de transformation.
Exemple : pendule simple N=1: ¢ =0 .

x =(cosl
r:|y =/sinl
z=0

11y a bien 3 équations de transformation.

Il - Déplacements naturels (ou reels) et deplacements virtuels.

3.1 Déplacement naturel (ou réel) (. ar)

Supposons résolu le mouvement du systéme : on connait alors les n fonctions du temps : q1(t),,,,qn(t). Les H'q‘A sont les
variations infinitésimales dans le mouvement réel (c'est-a-dire dans le temps) des quantités gg ou encore les différentielles :
dq, =qsdt. En utilisant les équations de transformation, les déplacements élémentaires des points M; sont donnés par :

— aF‘ aFi
dri =—dqgs +—-dt
P =g, 9 Tt

3.2 Déplacement virtuel (hors du temps) {q,.i).

On se préoccupe du nombre de configurations infiniment voisines de la réalité 4 un instant t fixé (relevé notamment des
vitesses, accélérations...a cet instant). On ne se préoccupe plus du mouvement mais des configurations possibles a cet instant
en tenant compte des liaisons (varaiations infinitésimales géométriquement admissibles), les paramétres g variant de [qg
(variation et non différentielle) ce qui donne pour un point M, :

= o
0ri =—1
! aqs Qs

déplacement virtuel de M;.
Exemple de déplacement réel, virtuel :
Soit un solide glissant sur un plan horizontal lui méme en translation verticale.

Le déplacement virtuel [Jr; compatible avec la liaison (a t fix¢) sera horizontal.

Ici (S;- ) représenté en grisé, est mobile (mouvement vertical).

TD N :02
Exercice N :01

Déterminer le nombre de degrés de liberté des deux liaisons suivantes :



YL

Figure 1

Exercice N :02

Figure 2

- Déterminer le nombre de degrés de liberté de la liaison pivot suivante :

- Ecrire son torseur des forces d action au point A

>3

Z

Exercice N :03

Figure 3

- Déterminer le nombre de degrés de liberté de la liaison rotule ou sphérique

- Ecrire son torseur des forces d action au point A

Exercice N :01
Figure 1

' "
Z
. .
Figure 4
Solution

- Pas de translation le long de | axe Ox

- Pas de translation le long de | axe Oy

- Pas de translation le long de | axe Oz

- Pas de rotation autour de | axe Ox

- Pas de rotation autour de | axe Oy

- Pas de rotation autour de | axe Oz
Donc le nombre de dres de liberte ; Nddl =0

Figure 2
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- Pas de translation le long de | axe Ox
- Pas de translation le long de | axe Oy
- Pas de translation le long de | axe Oz
- rotation autour de | axe Ox
- rotation autour de | axe Oy
- rotation autour de | axe Oz

Donc le nombre de dres de liberte ; Nddl =3

Exercice N :02

Figure 3
1/-Nombre de deqgrés de liberté

- Pas de translation le long de | axe Ox
- Pas de translation le long de | axe Oy
- Pas de translation le long de | axe Oz
- rotation autour de | axe Ox
- pas de rotation autour de | axe Qy
- pas de rotation autour de | axe Oz
Donc le nombre de degrés de liberté ; Nddl =1

2/- Torseur des forces d’action au point A

Ona:

Nombre de liaison + nombre de degrés de liberté =6

Donc :

Nombre de liaisons = 6 — Nombre de degres de liberte =6 -1=5

L
[T], =

N <> N~
=Z=Xo =X

Exercice N :02

Figure 4
1/-Nombre de deqgrés de liberté

- Pas de translation le long de | axe Ox
- Pas de translation le long de | axe Oy
- Pas de translation le long de | axe Oz
- rotation autour de | axe Ox
- rotation autour de | axe Oy
- de rotation autour de | axe Oz
Donc le nombre de degrés de liberté ; Nddl =3

2/- Torseur des forces d’action au point A
Ona:

Nombre de liaison + nombre de degrés de liberté =6

Donc :

Nombre de liaisons = 6 — Nombre de degres de liberte =6 -3=3
X L
Y M
Z N

X 0
Y 0
Z 0
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