Série les vecteurs

Exercice N :01
Soient A et B deux points dans 'espace tels que : A(2,3,-3) ; B(5,7,-3), calculer:

1/- Les produits scalaires : Ohe Og, Ohe OK,
2/- Les produits vectoriels : OKAOg, OKAOK . En déduire la surface du triangle OAB.
3/- Le produit mixte : Ogo (AI§}AA6). Que représente ce produit (C(1,2,3))

Exercice N :02

PP
On donne les composantes des vecteurs : \Z :3EIJ+E , \Vz :5LIJ+ yi)+ ZE WV, =31+ 2yﬁ)— ZfZ et
\Z =i 42 i)+10i2,

- Déterminer les composantes du vecteur unitaire V1.

p . g P .
- Déterminer y et z pour que les vecteurs V, et V, soient colinéaires.

. . s P . . .
- Déterminer x pour que les vecteurs V,et V, soient perpendiculaire

Exercice N :03

Déterminer le module et la direction de la résultante des deux forces Ket gde modules 100N
et 50N respectivement, sachant que (,K, I§) =60° (Fig.1).

Figure 1
Exercice sup

-Demontrer que le produit scalaire A. B’ est commutatif (shs).

On donne les trois vecteur suivants : 4 =27 + 7 —F, B =T - 4?, C =41+ 2y 2k
1- Calculer le produit scalaire A.B
2- Calculer le produit vectoriel AAC

3- Lesvecteurs 4 et C sont-ils lineairement independants ?

Corrigé série TD N:1
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Exercice 1

A(ZJS;'S) ; B(5J7)-3)P C(1,2,3)

1- Les produits scalaires

0A< 3 );OB< 7 ); OA. OB =2x5+3X7+(-3)x(-3)=40
-3 -3

04.04 = [0 = (V@ +y7 +22) =4+9+9=22

2- Les produits vectoriels

OAXOB=|2 3 -3|=121-9—k=W
5 7 =3
- Surface du triangle OAB:

$=1/2||04 x 0B|| = 1/2(v226)
0Ax04=0; (ﬁparallele a ﬁ)

3- Produit mixte

AB|4|; AC| -1
0 6
2 3 =3

0A.(ABxAC)=|3 4 0
-1 -1 6

|04.(AB x AC)| represente le volume de la forme OABC

Exercice 2:

Vilo); VolY |; Vsl 2Y |; Vil 2
1 Z -2 10

1- le vecteur unitaire

. 3
g, =4 — 1
= Tl ~ i (‘1))
71) et 7{ sont colinéaires = ils sont paralléles et appartiennent au meme plan
a- méme plan: V, € (X0Z) car vy, =0doncy,=0=>y=0

b-V{ [ 72):>71>x72):60u7{=a72}

i j ok 0
Vi xV,=13 0 1|=1(y)—j(B3Z—-5)+k(3Y) = <0> DONC
5 y Z 0

y=0, 3z-5=0, et 3Y=0; d'ou Z=5/3
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3- 73) et 74) sont perpendiculaires donc 7; 74) = 0;
20

73).7; = 3x + 4y — 20 = 0; sachant quey = 0,x = ey

donc : x=20/3; y=0; Z=5/3.

Exercice 3:

I'angle entre A et Best = 60,donc 6 =180 — 60 = C 120

- le module de la résultante C en appliquant la loi des | cosinus
R =C =+/A? + B2 — 24.B.cos120 = 132,2N o _

- La direction de la résultante (o,3) en appliquant la loi A Iy E_ 1— des

sinus

sinusa  sinus 6 ) ) B
= = sinusa = sinus8 — = 0,32 = a = 18° 66
B C C
B=180-18,66-120=41°34

Exercice supplémentaire
AB = X1Xy + V1Yo + 2125 = Xpx1 + Vo ¥1 + 2,71 (puisque la multiplication est commutative)

donc A.B=B.A (le produit scalaire est commutatif)

A )ele)ed)

1-AB=2+4=
- = l -] k —
2-AxC=12 1 —-1|=i(0)—j0)+k(0)=0
4 2 =2

3- les vecteurs A et C sont linéairement dépendant car leur produit vectoriel est nul.
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Série Statique
Exercice 1

Déterminer la réaction dans
l'articulation A et I'appui B.

Gy B
A P P e P e A
—

Le poids de la barre ‘
P;=10daN, Le contre poids | :
P,=20 daN. 125m, 1 2m o) 2,5m ;

Exercice N :02

Soit la poutre AC supportant une charge repartie q, g ‘

une force F et un moment M. La poutre est en B o ("\'\ [
équilibre statique.

- Déterminez les réaction en A et B.

q= SKN/m, F=3KN, M=12KN.m, 0=30°, L=4m.

Exercice N :03

Considérons le systéme constitué d'une voiture d'un
poids P1.

1- Déterminer les actions du sol sur les roues de la
voiture (si la voiture est au repos).

2- Si le coefficient de frottement de la route f=0.5,

- quelle est la force minimale horizontale doit-on ':".,: - ‘
appliquer pour que la voiture commence & rouler el R

vers l'arriére.

TD MR 2eme année (2020:2021) L.Yahia- N.Zeghichi (@univ-batna2.dz)



Corrigé Série Statique

Exercice 1
- les actions agissantes sur le systeme
P, (_(;,2> R, (g:i) (Articulation), P, (_(1),1) ,Rg (I?B) (appui plan ou simple),
-détermination des réactions aux appuis

YFeu=0=F( 3 )+ Balgy) +Fi (5,) + R, )= )

2 Ay ) B 0

R 45 =0 e wowsnai(L)
—P;—P;+Ryy +Rg=0.....(2)

XM, =0 =>ﬁR\/b§{‘+ ﬁRB/A * ﬁPl/A + Mpza=0

=0
AB 0 AG1 0 —AG2 0 _
(o)x(RB)+( 0 )x(—P1)+( 0 )x(—Pz)_O
AB.Rgy — AG1.P; + AG2.P, =0........(3)
__ AG1.P;—AG2.P, _ 2.5-20.0,5 _
de (3) R = = e 0daN

en remplagant dans (2):

RAy:P1+P2_RB:25daN

R (g) R 55)

Exercice 2

- les actions externes: F, charge repartie g, moment M, un appui simple en B, un appui double en A.
- la charge répartie g est réduite en une force concentrée Fqau milieu de (L/2) : Fq=q.L/2

-la réaction en B est perpendiculaire sur I'appui

- la réaction en A a deux composantes inconnues.

) F Rs
g _ Ras Fa L y‘ ;
IO 5 o5 Y, A IR TSN
R ', o Thh T |
- <
L2 LK L2 L2 L2 L4 L2 LR

- la projection des action:
= (Rax\ 5 (0) = (0) = (Fcosa
K (RAy)‘RB Ry) Fa\F,) F (ZFstna)

TD MR 2eme année (2020:2021) L.Yahia- N.Zeghichi (@univ-batna2.dz)




- détermination des réactionsen Aet B

principe fondamental de la statique: (M=12KN.m)

ZFexe =0 Ra(gln) + o () + Fa (qur/2) +F (oo = (0)
Ay B q.L/2 Fsina/ ~ \0

SM, =0 :)iw + Fgya + Mpga + Mpp =0

On aura 3 équation(s) avec trois inconnus (Rax, Ray, Re)?

Sur I'axe OX: Rax+F.cosa=0....... (1) Rax=- F.cosa

Sur I'axe OY: Ray+Re-q.L/2-F.sina=0....... (2)

(9% () + (§)% () + (§)x (Gmdom

= —AD.F; + AB.Rg — AE.F.sina + M = 0 ...... ... (3)
LL_ 5L, . . \_
AD.Fy+AE F.sina—M Gzsr 4';5"[30) % 104151
o Ry = AB = " = : =1,83KN

RAx="2,59KN,' RAy=9,68KN

Ra(on )7Ro (185)

Exercice 3

La voiture a un poids qui se réparti sur les roues, par raison de symétrie on va considérer deux roues et les
réactions déterminées seront devisées sur les quatre roues.

1- Détermination des actions du sol sur les roues: (sol lisse)

En considérant que le sol est lisse , I'action du sol sur la roue est considérée comme un appui simple (donc
perpendiculaire sur le plan de contact).

Simplification du systéme sous forme d'une ligne (glisser les forces vers les roues):
R R
R4 (RA)'P (Cp) s (RB) AT i T 8

A B
|?

nous avons deux inconnus a déterminer R, et Rg; on aura besoin a deux équations (au minimum)

Application du principe fondamentale de la statique: (PFS)

—

Zﬁext :6': Zﬁ//l =0;
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(toute lesforcessont paralléles donc pour simplifier on va faire la projection sur un axe paralléle a ces
forces : @s I axe OY)
|'axe OY: RA +RB s ....(1)

Zﬁ//l'—_a):”M a+Mppa+Mpy=0;, ABXRz+AG'XxP=0

(A(f)x(l?B)+(Ag) AB‘ AG'.P =0 (2)

(systeme avec deux equations avec deux inconnus)

1500
1550+820

= 981daN = 9810N

P — r P
de (2): Rg = AG T 1550.
En remplagant dans (1): Ra=P-Rg=519daN=5190N.
2- Force minimale pour basculer la voiture vers I'arriere (sol avec frottement)

- dans ce cas l'action du sol n'est pas perpendiculaire sur le plan de contact avec la roue (incliné avec un
angle o)

Te’,,(f“*) 7, (f >?( F?) P @‘QTAE{ Bl %\PTN_B’

N, Np 0

B
fra Lﬁ B
f f
f =tang = L (le sol a le meme coefficient de frottement en A et B)

N, Ng

fra=f.Ng frg =f.Np

juste avant de bouger vers l'arriére; la voiture est en état statique limite donc:

D Fou=0=F, (f 1) + Ry (f )+F(0F)+P( %)=

Ng+Ng=Puecea(2)

Zﬁ//‘ = Fﬁw +ﬁRB/A +ﬁP/A +N= 6
0 0

de (1) et (2): F = f.P=0.5X1500=750daN (force minimale pour faire bouger la voiture vers l'arriere).
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Série Cinématique

Exercice 1: Chariot de machine outil

Le chariot d’'une machine pour découpage laser atteint la vitesse de 10 cm/s en 2 secondes. Le
chariot évolue a vitesse constante pendant 8 secondes puis s’arréte en l'espace de 12,5 cm. Les
accélérations et décélérations sont supposées constantes.

1) Déterminer les équations de mouvement pour chacune des trois phases.
2) Tracer les graphes des accélérations, des vitesses et des positions.

Exercice 2 : Systeme bielle -manivelle
L’ensemble proposé ci-contre représente schématiquement le systeme bielle 2, manivelle 1 et piston

3 d’'un moteur a essence. Les liaisons en A 1,0, B2/1 et C3,2 sont des liaisons pivots et la liaison du
Piston 3,0 sera considérée comme une liaison glissiere, car |1 'étude se fait dans le plan ( x,y).

- Déterminez la nature des mouvements suivants :Mvty,o, Mvtz,o, Mvtz/o.
- En déduire la nature des trajectoires : TB1,0,TCz/0 .

- Connaissant la vitesse en rotation du vilebrequin, w=constante,
- Ecrire les équations du mouvement du piston 3.
Déterminer la vitesse linéaire du piston (3) (dans la position indiquée par trois méthodes)
- Analytique
- Graphique
a- équiprojectivité des vitesses.
b- centre instantané des rotations CIR.

Exercice 3: Echelle glissante
L'échelle AB commence a glisser sur le mur (0) et sur le sol.

L.Yahia N.Zeghichi
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http://ajtco.free.fr/mecanique/cinematique/ex1cir.html
http://ajtco.free.fr/mecanique/cinematique/ex1cir.html

- représenter la direction et le sens des vitesses en A et B. déduire la nature du mouvement de
I'échelle.
Si VB=0,5m/S
- déterminer la vitesse en A par deux méthodes a définir?
déduire la direction de la vitesse de G (centre de gravité situé au milieu de I'échelle.
- déduire la vitesse angulaire de 1'échelle.
- pour quelle valeur de o, VA=VB;
- Si a=0 que peut on dire du mouvement de I'échelle
Exercice 4: Porte garage

- déterminer, pour la position donnée ci-dessous, la vitesse des points E, A et G de la porte si
l'utilisateur agit en F a la vitesse de 40cm/s

Solutions

Exercice 1:

L.Yahia N.Zeghichi TD Mécanique Rationnelle



Phase 1 : accélération a. ;
conditions ntiales - x,(I) =0 ety,( 1) =0

Forme générale - v, =gt et X =f'ltL daiem’s™)
pour¢=2:uv,=10cmsl=a;x2=a =3 941,:5
3 P i ki
ﬂ,=5|‘;‘m.52 Ul=5f X1=2,5lz :2 :_*_i} 10 i;}

Remarque - pourf=2;:x,=25x2?=10 cm.
Phase 2 : translation uniforme a la vitesse

v, =10 cm.s? s x, = 10 ¢ + x,(0)
af=2:x%=10=10x2+x(0) = x,[0) == 10

a,=0 v,= 10 ems! x,=10¢=10

Remarque "pourt =2 + 8 =10 :
x,=10x10=10=90 cm

Phase 3 - mouvement décéléré, la vitesse passe
de 10 cm.s? a0 sur 12,5 cm.

!
1
viy= v§ = 20, (x; = x,) b= o |
=102+ =
0 19 _203 (1.2'5) X3 =%, =125 ; : o
et oy = = ¢ cm.s7] 2 10 125 (3)
Uy =agt T u(3)==41t+pyy3)
Pour = 10;u= 10 == 4 x 10 + u,(3) et uy3) = 50
x3=-212+50t+&(3)
Pour¢=10;x=90 == 2x 10? + 50 x 10 + x,(3)
x(3)==210
a;==4cms? vy==4t+50 x,==2f+50t=210]
t =12,55 lorsque v = 0.
Exercice 2
1- i
- mouvement (1 ) rotation : trajectoire circulaire B
- mouvement (3 ) translation : trajectoire o
rectiligne Rf\ :
- mouvement (2 ) plan (translation +rotation) o “ [ L
trajectoi <A H - =
jectoire quelconque. Xc

2- loi de mouvement du piston:
a- méthode analytique

- puisque le piston a un mouvement de translation donc tous ses points ont la méme vitesse et
accélération

L.Yahia N.Zeghichi TD Mécanique Rationnelle
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- on choisi le point C appartenant a (2) et (3)
AH = Rcosa; HC = LcosB?

] BH . BH ) . . .
Sina = ?;Slnﬁ = T(:) RSina = LSinf © Sinfs = RSina/L

Sin?B + Cos?B =1 & CosP = /1 — Sin2f = /1 — (RSina/L)?

. 2 i 2
donc: x, = RCosa + L_|1 — (Rszﬂ) = RCoswt + L\/l — (—Rsnzawt)

= RCoswt + \/L2 — RSinawt?
dxc _ 1x(—2 = R?wCoswt * Sinwt) /L? ,
V. = —— = —RwSinwt + = —Rw * [Smwt +
dt 2 L1 — (RSinwt/L)?

a- méthode graphique
1- Equiprojectivité des vitesses

RSin2wt ]
2V12 — RSinawt?

_ =

Pryg = Pryc¢

alw
I3

> Etapes de réalisation
- faire la projection de VB sur la direction de BC (soit ﬁ)
- reporter le méme vecteur BH a partir de C (le nommer CK )
BH = CK
- tracer la perpendiculaire a partie de K sur CB

- I'intersection entre cette perpendiculaire avec la direction de VC nous donne la valeur
de VC.

» Géométriqguement

L.Yahia N.Zeghichi TD Mécanique Rationnelle
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CK = BH © VBcos0O = Vccosf

Vc =VBcosO/cosp
/4
0= 3~ (x+ B) © cosO = sin(a + B) = cosasinf + sinacosf

2- Centre instantané des rotation (CIR)
» Etapes de réalisation

- tracer des perpendiculaires sur les directions de VB et Vc

- le point d'intersection (I) est le centre instantané de rotation dans cette position

- tracer une droite liant (I) avec la fin du vecteur VB ( le triangle formé et le triangle des
vitesse)

- reporter la distance IC sur la droite IA (soit IC")

e
I CIR
VC VB VC =VB IC
—_— = L) = ,—
Ic 1B~ B¢ 1B
Exercice 3

Remarque
- dans les figures ci dessous on a changer la notation de A et B

- pour une application numérique nous avons choisi le temps ou x=60°

1- Nature du mouvement de 1'échelle

d'apres la figure réponse 2, nous avons:

- VA n'est pas parallele a VB

- XA et YB varient dans le temps (translation de A et B)

L.Yahia N.Zeghichi TD Mécanique Rationnelle
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- a et B varie dans le temps (rotation)

D'ou nous avons un mouvement plan (translation +rotation)

Ao Y position 4 - ’ 4 A
\ \ initiale Mouvement | Ay 4~ A / Y
2\ 4 £ \
plan i\ &
A 7R - g (b
4 W\ A 4
. q \\ 7
échelle a4 7
1 /
= 7 ol + /]
/ ; 7
2] 3 » ¥
7 Translation 7 \
% A \
N g R Rotation
pOS|t|0n 2 \ \\ centre B
o\ finale ; XA

ALLLE LA /ZT'///X///
B——>5

VA .cos30=VB. cos 60

NS 0.5cos30=VB.0.5
»)\“ « VB =cos 30 =0.866
7 |30° » d'une maniére générale
0.5ms™ | ,' \(j VA.cosB=VB.cosa
A ;gp \\ VB=VA.cosf/cosa; B=m/2-a
| “2,\\ donc cos B=sina; VB=VA.Tana
/ ? m\f‘vx e 7 b
y X
A / (CIR)
-
Va ot
\\ b- Méthode CIR
d 2 VB/IB = VA/IA = VA'/IA’ = was
X AvecIA=1A"=AB.cos60=1,5m
Vo A\ g IB = AB.sin60 = 2,6 m
Bl w=VA/IA=0,5/1,5=0,33rd/s
'\I VB=0,33x2,6=0,866 m/s
\X VB = cos 30 = 0.866
90° Vg X b d'une maniere générale
-
0 3 X IB=AB.sina et IA=AB.cosa

VA/IA= VB/IB; VB=VA.IB/IA=VA.tana
3- La vitesse du centre de gravité G

., N - l l
VG:VA‘FH))XAG:—VAj+ka(§i)—§])

L.Yahia N.Zeghichi TD Mécanique Rationnelle
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—_— - l N
VG=—VA]+wE(]+T)

4- Si a=0 Alors VB=0 ( donc a ce moment on a une rotation instantanée autour de B)

Exercice 4

Cet exercice s'intéresse a la pratique graphique du CIR

0

Ve o O\

Analyvitiguement - d’aprés

T hales

VF,l/O = VA,l/O — VE,l/o — VG,l/O

IF 1A IE 1G
Vawo=YFL0, | A= 40, 45_ 42 9cm/s

I+ 42

VE,10 40
VG,10= 1= YOG = 42><77 73,3cm/s

VE,1/0 40
VE, 170 = 1= x| E = 42><45 42.9cm/s

Echelle :1/20
Echelle des vitesses : 20 cm/s < | cm

L.Yahia N.Zeghichi
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Série géométrie de masse

Exercice N :01

Le centre de masse d'une plaque chanfreinée et percée d'un trou Appelons S la plaque rectangulaire
de dimensions L x I, Sz le cercle de rayon R dont le centre a pour coordonnées (a,b) et Sz le triangle de
coté c

-Déterminer les coordonnées du centre de gravité G de la plaque.
On applique les définitions suivantes :

Ondonne:L=150,1=90a=120,b=60,c=30,R=15

Yy a

-1

Exercice N :02

1/- Calculer les tenseurs d’inertie suivant les reperes GXYZ et Axyz d’une plaque rectangulaire de masse
M, de longueur a et de largeur b.

(4

45°

45°

2/- Calculer le moment d’inertie de la plaque par rapport a un axe (A) passant par G et faisant un angle
de 45° avec GX .

3/- Calculer le moment d’inertie de la plaque par rapport a un axe (A) passant par A et faisant un angle
de 45° avec Ax

L.Yahia N.Zeghichi TD Mécanique Rationnelle
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SOLUTION

Exercice 1

Rappel

centre de masse G(x¢, y¢);

. = SXGEM, _ XYyeimi,
G Ym; ! G xm; !
xdm dm
Xg = fT; Yo = fyT(formes complexes)
v a
- C/
X b
c Gl ©
Yo
>

pal

On peut deviser la plaque en trois formes simples (rectangle, disque et triangle)
1 - rectangle: S1=L.I, M1=0.51; G1(L/2;1/2)
2-disque: S2=m.R?, M2=0.52; G2(a;b)
3- Triangle: $3=1/2C.C, M3=0.53; G3(C/3;C/3)
» G (x¢yc) de la plaque

_ X1.M1-x2.M2—x3M3 _o(x1.51 - x2.52 — x3.53)
T Mi-mMz-—m3 o(S1—S2 — 53)

L.Yahia N.Zeghichi TD Mécanique Rationnelle
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L C
_ 5-Ll-a R — 3 1/2C? ~150.90.75 — 120.. 152 — 10.450
T T L I-nR2—1/2¢2 150.90 — 7. 152 — 450
l C
5-L.l—b.mR? —3.1/2C*  150.90.45 — 60.7.152 — 10.450
Y¢ = =

L.l-mR2-1/2C2 150.90 — m. 152 — 450

Exercice2

1- Tenseurs d'inertie
Iyx —Ixy —lx,
IXY IYY _IYZ

_IXZ _IYZ IZZ

L = [+ 22)dm; L,y = [(x? + z8)dm; 1, = [(y* + x*)dm;

Ly = f(xy)dm; L, = f(yz)dm; L, = f(xz)dm;

ik Va
y ——— T o
v |—+ X > I x i .
G X G X G X
. . ilx
Figure ! Figura 2 Figure 3

M
Le solide est une plaque de dimension a x b. Sa surface estS = ab, sa Masse : M = oS d'ouo=—

M
ab’
Pour calculer J xx , on découpe le domaine en plaques rectangulaires horizontales infiniment petites

(figure 1) de telle sorte que la distance entre cette plaque et I'axe (GX) soit constante. Cette plaque a
pour surface dS = ady et pour masse :

M M
dm=0dS =—ady =—d
ab V=W

b/2 M M| v3 bl2 M((b) b)) M n2
2 2 y b
Doc=lydm= [ yeordy bls}m 3b[(2j [2” 12

En découpant le solide en plaques rectangulaires verticales (figure 2) (dm = odS = M dx )

L.Yahia N.Zeghichi TD Mécanique Rationnelle
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al2
al2 M M| x3 M((a) aV¥l M a2
On obtient : = [x%dm = 2 dx = —| 2 SELLLT I B N N B
Iy =[x I X aLL/Z 3a (2) [ 2) 12

S -al2

Jzz = I(X2+ yz)jm = j(xz)dm+j(y2)dm =J xx +Jvy =2A—2(a2+b2)
S S S

Pour calculer J yy = [ xydm, on découpe le domaine (figure 3) en plaques rectangulaires de surface
S

dS = dxdy et de massedm = odS = dedy = dedy.
ab ab

N ¥ S (R BRI

an_a/2 —p/2

JXZ:JYZ =0 car z=0

Ce résultat était attendu, car les axes (GX), (GY) et (GZ) sont des axes de symétrie, donc des axes

principaux et par conséquent les produits d’inertie sont nuls.

Remarque : On pouvait utiliser le découpage de la figure 3, pour calculer Jyx

M a2 b/2 M 1{(bY ( bY| ™
=[y“dm= —dxd =— [dx dy=—»~(@a-(-a))=|| = | -| — —p?
o= [yiem = [y ey = 2T T yPay = Tha—( ))3(@ (Zn M

an _a/2 —p/2
v b2 0 0
[‘]G]XYZ:E 0 a° 0

0 0 p?+32

Pour calculer le tenseur d’inertie par rapport au repere Axyz, il suffit de changer les bornes de l'intégrale
0 a a pourx, et 0 a b poury, ou appliquer le théoréeme de Huygens pour les moments d’inertie.

Théoréme de Huygens:

lin =lip+md =l;+md

_ 2 ] _ _
MJ{bj _MEE 0 b_2 —ab 0
2 22 3 1
DAl =l vbPa aY 0 _ml—ab a’ 0
A PR P B TR
2 2 b°+a
RO RC RN
2 2 L i
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M
avec (u) = (cos 45°,sin 45°,0) =

Ja= <u>[3 G]xvz {u

a’+ b2)

5l

(11,0)

Ja=(u)3 A]xyz fu}

12

(282 + 212 - 3ab)
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