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Notes de Cours Algebre 3

1 Introduction

Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d’un certain nombre de problémes
d’algébre linéaire se raméne a des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en particulier
pour la résolution des systémes linéaires.

Dans ce chapitre, K désigne le corps des réels R ou le corps des complexes C.

Définition 1.0.1 1. Une matrice A est un tableau rectangulaire d’éléments de K.
2. Elle est dite de taille n x p st le tableau posséde n lignes et p colonnes.
3. Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A.

4. Le coefficient situé a la i-eme ligne et a la j-éme colonne est noté a;;.

1 2 3
A‘(o -1 5)

Définition 1.0.2 1. Deuz matrices sont égales lorsqu’elles ont la méme taille et que les
coefficients correspondants sont égau.

Exemple 1.0.1 n=2,p=3:

a2 =2, a3 =>5

2. L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est noté M, ,(K)
Les éléments de M, ,(R) sont appelés matrices réelles.

1.1 Matrices particuliéres

Exemples avec n = 3

1. Matrice unité

1
I=10
0

S = O

0
0
1

Parfois notée I,,, n est la dimension de la matrice (soit I3 dans cet exemple)

2. Matrice diagonale

Dy 0 0
D = 0 Dy 0
0 0  Dss

notée diag(Dy;)

3. Matrice triangulaire inférieure (Lower triangular matrix, L)

Ly O 0
D = Loy Ly O
L3y L3y Lag

4. Matrice triangulaire supérieure (Upper triangular matrix, U)

Ui U Uss
D = 0 Uxp Uy
0 0 Uss
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5. Une matrice qui n’a qu’une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne ou vecteur ligne.
On la note
A= (011, Ay, - 7a1p)~

6. De méme, une matrice qui n’a qu’'une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne
ou vecteur colonne. On la note

7. Une matrice carrée A est dite symétrique si : a;; = a;; pour tout i différent de j

2 Opérations sur les matrices

2.1 Addition de matrices

Définition 2.1.1 Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n x p. Leur somme C =
A+ B est la matrice de taille n X p définie par

Cij = CLZ'j + bzg

En d’autres termes, on somme coefficients par coefficients.

3 =2 0 5
=(37) s(1 )
3+0 —2+5=3
1+42=3 7-1=6

B:(j).

2.2 Produit d’une matrice par un scalaire

Exemple 2.1.1 5

Alors
A+B:<

Par contre si par exemple

Alors A+ B n’est pas définie.

Définition 2.2.1 Le produit d’une matrice A = (a;;) de M,,(K) par un scalaire o est la
matrice (cva;;) formée en multipliant chaque coefficient de A par «.. Elle est notée aA.

3.1 2
A_(o —4 —2)

9 -3 —6
O‘A__3A_( 0 12 6>

La matrice (—1)A est l'opposée de A et est notée -A. La différence A — B est définie par
A+ (—B).

Exemple 2.2.1 Si

et a = —3. Alors
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Mini-exercices.

1. Soient

2 123 21 —6
1|, B=(231], c=[ 0o 3 |,
4 32 1 ~3 12
L1001 12
D=-(o010), E=( =30
2\ 111 8 6

2. Calculer toutes les sommes possibles de deux de ces matrices. Calculer 3A + 2C' et
5B — 4D. Trouver « tel que A — aC' soit la matrice nulle.

3. Montrer que si A+ B = A, alors B est la matrice nulle.

4. Que vaut 0.A7 et 1.A? Justifier I'affirmation : a(SA) = (af5)A.

2.3

Produit de matrices

Définition 2.3.1 Définition du produit Le produit AB de deux matrices A et B est défini
si et seulement si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Définition 2.3.2 Produit de deux matrices Soient A = (a;;) une matrice n xp et B = (b;;)
une matrice p x q. Alors le produit C = AB est une matrice n x g dont les coefficients c;; sont

définis par :

p
Cij = E aikbkj
k=1

On peut écrire le coefficient de fagon plus développée, a savoir :

Cij = aibij + aioboj + -+ + apby + - - + aipby;.

Il est commode de disposer les calculs de la fagon suivante :

H.C. - S.Z.
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blj
X
+— B

X
X

X

X

A— — AB
a;1 X X X X X Gy

On calcule le produit du premier coefficient de la ligne par le premier coefficient de la colonne
(a;1 x byj), que 'on ajoute au produit du deuxiéme coefficient de la ligne par le deuxiéme

coeflicient de la colonne (a;s x by;) que l'on ajoute au produit du troisieme ...

Exemple 2.3.1 1.

1 2
1 2 3
2 3 4 11
A est de taille 2 x 3, B de taille 3 X 2 donc AB est de taille 2 X 2 et on a
1 2
-1 1 |+ B
1 1

1 2 3 C11 Ci12
A%(Q 3 4)(621 622)%143
011:1X1—|—2X(—1)+3X1:2, 012:1X2+2X1+3X1:7
001 =2X14+3x(=1)4+4x1=3, c0=2x24+3x1+4x1=11

Donc
27
AB = ( 3 11 )
by
by
2. u=(a1as---ay), v= .
by,

uv est une matrice de taille 1 x 1 dont l'unique coefficient est a1by + asby + - -+ + ayb,.
Ce nombre s’appelle produit scalaire des vecteurs u et v.

Remarque 2.3.1 1. Le produit des matrices n’est pas commutatif.

Soient
5 1 2 0
a=(5 %) 5=(05)

Calculer AB et BA.
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2. AB =0 n’implique pas A =0 ou B = 0.
Sotent
0 —1 2 -3
=(05) (07
Calculer AB.
3. AB = AC n’implique pas B = C.

Soient
0 -1 4 —1 2 5
a=(5 5 ) m=(53) e=(51)

Calculer AB et AC

3 Inverse d’une matrice

1 0 --- 0

P : . . . . 0 1 :
Définition 3.0.1 Soit A une matrice carrée de taille n xn, soit I = I, =

R ||

0o --- 0 1

la matrice identité (VA € M, (K),AI = IA = A). On dit que A est inversible s’il existe une
matrice carrée B de taille n x n telle que

AB=1 e BA=1.

On appelle B linverse de A et on la note A=, Plus généralement, quand A est inversible, pour
tout p €N, on note : AP = (A" =A"tA"t... A7

pfacteurs.
L’ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté Gl,,(K).

Proposition 3.0.1 Soit A une matrice inversible. Alors A= est aussi inversible et on a :
(A H™ = A

Proposition 3.0.2 Inverse d’un produit Soient A et B deux matrices inversibles de méme
taille. Alors AB est inversible et

(AB) ' =BtA™h
4 Déterminant d’une matrice

A toute matrice carrée A correspond une valeur appelée déterminant de A, que 'on dénote
par detA ou encore |A].

4.1 Calcul du déterminant pour une matrice d’ordre 2

Considérons la matrice A de dimension 2 X 2 :
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Le déterminant de la matrice A est définie par la relation :

aix a2

detA =

= 11022 — Q12021

Q21 Q22

=74

Le déterminant de la matrice A est définie par la relation detA = ‘

3.7=-19.

Exemple 4.1.1 Soit la matrice

-2 3
7 -1

Avant de ne pouvoir évaluer le déterminant d’une matrice 3 x 3 (ou toute autre matrice de
dimension supérieure), il nous faut d’abord voir quelques concepts qui s’y rattachent.

4.2 Définition d’un mineur

Le mineur M;; est le déterminant de la matrice obtenue en ¢liminant la ¢™¢ ligne et la j™¢
colonne de la matrice.

Exemple 4.2.1
2 1 4
A=15 2 3
8 7 3
Le mineur My est le déterminant de la matrice obtenue en éliminant la 17¢ ligne et la 2™°
colonne de A, c’est-a-dire

5 3
My = 3 3 =53-38=-9

Le mineur Myy est le déterminant de la matrice obtenue en éliminant 2™¢ ligne et la 2™¢ colonne
de A, c’est-a-dire
2 4

4.3 Définition d’un cofacteur
Le cofacteur, C;; d'une matrice A est défini par la relation
Ciyj = (1) My

Considérons a nouveau la matrice

2 1 4

A=15 2 3

8 7 3
Nous avons déja montré que le mineur M, = —9. Ainsi, le cofacteur correspondant, Cis =
(=1)'2M"2 = (=1)(—9) = 9. 1l s’avére que le mineur, Mo, et le cofacteur, Cio, sont de signes
différents. Le mineur My = —26. Son cofacteur correspondant, Cao, est Coo = (—1)*T2 M2 =

1.(—26) = —26 Cette fois, le mineur My, et le cofacteur Cyg, sont identiques.

H.C. - S.Z. Page 7
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4.4 méthode de calcul des déterminants

Soit A une matrice carrée et Cj; ses cofacteurs. Le déterminant est obtenu en suivant une
expansion par cofacteurs comme suit :

1. Choisir une ligne ou une colonne de A (si possible, il est plus rapide de choisir la ligne
ou la colonne de A contenant le plus grand nombre de zéros).

2. Multiplier chacun des éléments a;; de la ligne (ou colonne) choisie par son cofacteur, Cj;
correspondant.

3. Faire la somme de ces résultats.

4.5 Calcul du déterminant pour une matrice d’ordre 3

Pour une matrice 3 x 3, cela voudrait dire qu’en choisissant de faire une expansion le long
de la premiére ligne, le déterminant serait

detA = a1:C11 + a12C12 + a13C3

Si I'on avait choisi de faire une expansion le long de la deuxiéme colonne, alors il faudrait
calculer
detA = a;Cra + a0 + azaCsy

Quoique le choix de ligne ou de colonne puisse différer, le résultat du déterminant sera le méme
quel que soit ce choix.

Exemple 4.5.1 Quel est le déterminant de la matrice A ?

21 3
A=11 0 2
2 0 -2

Solution.
Ezxpansion par cofacteurs :

1. Choisir une ligne ou une colonne de A. Choisissons par exemple la premiére ligne.
2. Multiplier chacun des éléments de cette rangée par leurs cofacteurs correspondants. Les

éléments de la premiere ligne sont : a1 = 2,a12 = 1,a13 = 3. et les cofacteurs corres-

pondants sont :
0 2

Cn = (=) My = 1.‘ 0 o ‘zo
1 2
Cio = (=1)"2 My = (—1). ‘ 2 -2 ' =0
10
Cis = (=DM = 1. ‘ 5 0 ‘ =0

3. Finalement, il s’agit de faire le calcul
thA == CLHCH + algclg + a13013 =20 + 1.6 + 3.0=6

Notez que le choix de la deuxiéme colonne est plus efficace puisqu’on a deux zéros dans
cette colonne

detA = a19C15 +0C5% +0C5, =1.6 =6
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4.6 Meéthode alternative pour calculer les déterminants

1. Octroyer a chacun des éléments un signe +/— en suivant la régle suivante : on associe un
signe positif a la position a1, puis on alterne les signes en se déplagant horizontalement
ou verticalement.

2. Choisir une ligne ou une colonne de A si possible, il est plus rapide de choisir la ligne ou
la colonne de A contenant le plus grand nombre de zéros).

3. Multiplier chacun des éléments a;; de la ligne (ou colonne) choisie par son mineur cor-
respondant, i.e. le déterminant qu’il reste lorsqu’on élimine la ligne et la colonne dans
lesquelles se trouve a;;.

4. Faire la somme ou la différence de ces résultats selon le signe accordé aux éléments lors
de la premiére étape.

Vérifions que cette méthode produira le méme résultat que dans 'exemple précédent :

Exemple 4.6.1 Soit donc la matrice A a laquelle on octroie un signe +/— selon la régle décrite
plus tot.

2t 17 37T
A= 1= 0t 2
2t 0- —2°

1. Choisissons la 3™ colonne (ce n’est certes pas le meilleur choix puisque la 2e rangée
posséde plus d’éléments nuls.)

2. Multiplions ensuite chaque élément par son mineur correspondant.
Finalement on obtient

0
0

N DN

detA:+3‘ ; ‘2'
30— 2.(=2) + (=2)(=1) = 6

Remarque
La valeur de detA ne change pas si on remplace une ligne (colonne) par la somme de cette ligne
(colonne) et d’un multiple d’une autre ligne (colonne).

5 Comatrice. Matrice adjointe

Soit une matrice carrée d’ordre n et Cj; le cofacteur de 1'élément a;;.

Définition 5.0.1 Comatrice / Matrice Adjointe On appelle comatrice (ou matrice ad-
jointe) de A, la matrice carrée d’ordre n, notée com(A) (ou adj(A)) définie par :

Cll C112 e Cln
Com(A) — 021 022
. Cn—ln
Cnl OnZ T Onn

ou Cyj est le cofacteur de lélément a;; de A défini a partir du mineur M;; par la relation :
Cyj = (=1)™ M,
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Définition 5.0.2 :Matrice Inverse On appelle matrice inverse de la matrice carrée d’ordre
n, la matrice, si elle existe, notée A~! telle que : AA™' = A7'A = I, obtenue par la relation

sutvante :
1 1

" detA

ot (com(A))! est la transposée de la comatrice de A.

(com(A))", detA #0.

Propriété Si A et B sont deux matrices carrées inversibles et de méme ordre, alors : (AB)™! =

B7tATL.

Exemple 5.0.1 1. Calcul de la matrice inverse de la matrice A = ( _23 _14 )

On a detA=2.1—(—4).(—3) = =10 # 0 donc A est inversible et

41
" detA

On a detaij = Q4j5, donc 011 = +M11 = 1, 012 = —M12 = —(—3) = 3, Cgl =
—My — (—4) =4, Cyp=+My =42

com(a) = (1} 5 ) teomiay = ( 5 3 )

(com(A)",

Donc 1
Al = _—m(com(A))t
1 2 3
2. Calcul de la matrice inverse de la matrice B = 0 1 2
-1 —4 -1

Calcul du déterminant suivant la premiére colonne.
On a detB = [1(1.(—=1) = 2.(—=4)) = 0(2.(—1) = 3.(—4)) + (—-1)(2.2—-3.1))] = 6 # 0,

donc B est inversible et

1
-1 — B t
T com(B))
On a
+My =My +Ms
com(A) = | —My +May —DMoss
+M3z; —Mszy +Mss
1 2
011:+M11:—|— _4 _1 :1(—1>—2(—4):7,
0 2
Cio = —Miy = — 1 1|7 —(0.(=1) = 2.(-1)) = =2,
0 1
013 - +M13 =+ 1 —4 = 0(—4) - 1(—1) = 1,
2 3
Coy = —My = — 4 1|7 —(2.(—=1) — 3.(—4)) = —10,
1 3
Coo = +Myy = + I 1.(-1) = 3.(—-1) =2,
1 2
Coz = —Mys = — 1 4|7 —(1.(-4) —2.(-1)) =2,
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2 3
031:+M31:—|— 1 2 222—31:1,
1 3
032 = —M32 == — 0 2 == —(12 - 03) = —2,
1 2
033:+M33:—|— 0 1 =11-20=1.
-7 =21
com(A)=| —-10 2 1
1 -2 1
7 —-10 1
(com(A)'=| -2 2 =2
1 1 1
o1
6 6
1 — _
A7l = E(COm(A))t R i -1
S S
6 6 6

6 Matrices et applications linéaires

6.1 Rappels sur les applications linéaires

Définition 6.1.1 Définition d’une application linéaire Soient E et F' deux espaces vec-
toriels sur un méme corps K et f une application de E dans F. Dire que f est linéaire signifie
que les deux assertions suivantes sont vraies :

V(iz,y) e B, fle+y)=flx)+fly), YAeK, VexekE, [f(iz)=Af(z)
Ces deux assertions peuvent étre réunies en une seule :
V(z,y) € E?, VAEK, f(z+y) =f(z)+\(y).
On note L(E, F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F et L(E) [’ensemble des
applications linéaires de E dans E.
Proposition 6.1.1 L(E, F) est un espace vectoriel sur K.
Remarque 6.1.1 Si f est linéaire, alors f(0g) = 0p . (Faire A\ =0)

Vocabulaire Soit E un espace vectoriel sur un corps K.
1. Un endomorphisme d’un espace vectoriel E est une application linéaire de E dans E.
2. Un isomorphisme de E sur F' est une application linéaire bijective.
3. Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
4. Une forme linéaire sur F est une application linéaire de E sur K.

Soient E un espace de dimension finie n et f € L(E, F'). L’application f est entiérement
définie par I'image des vecteurs d’une base (eq,---e,) de E car, d’aprés la linéarité de f, si
T = T1€1 + -+ Tpey, ON a f([E) = f(xlel + +xnen) = xlf(el) +oee +xnf(en) pour tout x
de F.
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6.2 Image et noyau

Proposition 6.2.1 Soit f : E — F une application linéaire et G un sous-espace vectoriel de F.
Alors f(G) est un sous-espace vectoriel de F'. En particulier, f(E) est un sous-espace vectoriel
de F', appelé image de f et noté Imf.

Démonstration Soit G un sous-espace vectoriel de E. On a

f(G) ={f(x); =G}

C’est un sous-ensemble de F'. Il est non vide car Og € G. En effet, G est un sous-espace vectoriel
de E, donc f(0g) = 0r € f(G).
Soient y; et y, deux éléments de f(G) et A € K. Montrons que  y; + 2 € f(G).

Par définition de f(G), il existe x; et xo, éléments de G tels que y; = f(z1) et y1 = f(z2).
On a alors
U1 + >\y2 = f(fL’l) + )\f(IQ) = f(]fl -+ >\J,’2>

par linéarité de f Or x1 + Azy € G car G est un espace vectoriel donc y; + Ays € f(G).

Définition 6.2.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E, F).
La dimension de Imf est appelée rang de [ et est notée rg(f).

Proposition 6.2.2 Soit f : E — Fune application linéaire. On pose
Kerf={x€E; f(zr)=0r}
Kerf est un sous-espace vectoriel de E appelé noyau de f.

Démonstration : Kerf est non vide car f(0g) = Op . Soient z; et x5 deux éléments de
Kerf et A € K. Montrons que x1 + Axy € Kerf. On a

fz1 + Axg) = f(x1) + Mf(22) = 0p. Donc 1z + Azy € Kerf.

6.2.1 Injectivité, surjectivité

Proposition 6.2.3 Soit f € L(E,F). f est surjective si et seulement si Imf = F.

Démonstration : comme Imf = f(F), le résultat est évident.
Proposition 6.2.4 Soit f € L(E,F). f est injective si et seulement si Kerf = {0g}.

Démonstration : supposons [ injective. Soit © € Kerf, alors f(z) = 0p = f(0g) donc
r = Op par définition de 'injectivité. On a donc Kerf = {0g}. Réciproquement, supposons
que Kerf = {0g}. Soient z et y deux éléments de E tels que f(x) = f(y). Par linéarité de f,
on en déduit que f(x —y) = 0p donc x —y € Kerf. Or Kerf = {0g}, dou z = y et f est
injective.
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6.2.2 Théoréme du rang

Théoréme 6.2.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E,F).
On a
dimE =rgf + dim(Kerf)

Corollaire 6.2.1 Soit f € L(E,F) ou E et F sont deux espaces vectoriels de méme dimension
finie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est injective
2. f est surjective
3. f est bijective.

Démonstration : Si f est bijective, alors elle est injective, on a alors Kerf = {0g} et, d’aprés
le théoréme du rang, dimFE = rgf = dimImf. Comme Imf C F' et que dimE = dimF, on en
déduit que I'mf = F et f est surjective.

De méme, si f est surjective, alors dimFE = rgf donc dim(Kerf) =0 et Kerf = {0g}, ce qui
veut dire que f est injective. Comme on I’a supposé surjective, on a montré qu’elle est bijective.

Corollaire 6.2.2 Soit f € L(E). On les équivalences suivantes :

fest bijective < Kerf = {0} < Imf = E.

7 DMatrices associées aux applications linéaires

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie n et p respectivement.

Définition 7.0.1 On appelle matrice de f dans les bases B = {ey,--- ,e,} de E et B =
{el, -+ ,e,} de F, la matrice, notée Matp p/(f) ou M(f, B, B'), appartenant ¢ M, ,(K) dont
les colonnes sont les composantes des vecteurs f(eq),-- , f(e,) dans la base B’.

Posons f(e;) = ayje} + agjey + -+ + apie), pour tout j € {1,--- ,n}. La matrice de f dans les
bases B de E et B' de F est alors la matrice

fler) == fley) -+ flen)

all ------ alj ------ aln 61

!/

a21 ------ a2] ------ a2n 62

Matpp (f) = '

’ /

all ------ (I/lj ------ a/zn 62

!/

a’pl ------ (I/p] ...... apn ep

coordonnées de f(e;) dans B'.

Si E=F et si B= DB, la matrice est notée Matg(f)
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Exemple 7.0.1 Soit f lapplication linéaire de R? dans R? définie par

fiRS — R?
(x1,T9,23) — (x1 + x2 — 23,21 — 209 + 33)

Soient B = {ey,eq,e3} la base canonique de R® B’ = {e}, €}, e4} la base canonique de R2.
C’est-a-dire :

1 0 0 / 1 , 0
€1 , €2 = 1 , €3 = 0 ) € = 0 , €9 = 1 )
0 0 1

Quelle est la matrice de f dans les bases B et B’ ¢
1. Ona f(er) = f((1,0,0)) = (1,1) = €| +¢, la premiére colonne de la matrice Matp p(f)

I
o

est donc 1

2. De méme f(ea) = f((0,1 ,0 ) = (1,—2) = €| — 2¢}, la deuziéeme colonne de la matrice
Matg p/(f) est donc _9 )

3. Enfin f(es) = £((0,0,1)) = (—1,3) = —e} + 3€h, la troisiéme colonne de la matrice
Matg p/(f) est donc ( _3 > Ainsi :

st (1% )

On va maintenant changer la base de l’espace de départ et celle de l’espace d’arrivée. Soient
les vecteurs

1 1 0 1 1
€1 = 1 , €2 = 0 , €3 = 1 ) q)lz(O)aq)Q:(l)a
0 1 1

On montre facilement que 3 = {e€1, €2, €3} est une base de R? et ' = {®, Dy} est une base de
R? (Ezercice) Quelle est la matrice de f dans les bases 3 et 3 ?

1. f(er) = f((1,1,0)) = (2, —1) = 30y — ®y. La premiére colonne de la matrice Matg g (f)

est donc 3

—1

2. f(e2) = f((1,0,1)) = (0,4) = —4®1+4D5. La deuxieme colonne de la matrice Matp p/(f)
est donc

3. fles) = f((0,1,1)) = (0,1) = =Py + ®y. La troisieéme colonne de la matrice Matg p/(f)
est donc <

) Ainsi :
3 —4 -1
Matgp(f) = ( 14 1 )

Cet exemple illustre bien le fait que la matrice dépend du choix des bases
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7.1 Ecriture matricielle d’une application linéaire

Soit x € E avec x = )7, vje;. On a
n n p p n
fl)=> xifle)) =) (xj Z%’eﬁ) = (Z %%’) &;-
J=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

Si on représente le vecteur o dans la base (e;) par une matrice-colonne X et le vecteur y dans
la base (e}) par une matrice-colonne Y, on a alors

yl a‘ll ------ a1] ------ aln l’l

y2 a21 ...... a2] ...... a2n .1'2
y=fz)eY=AX < ' =

yl a‘ll ...... a‘l] ...... a’L’rL 1:]

yp apl ------ ap‘] ------ apn xn

Exemple 7.1.1 Soit Ry [X]|={P =aX?+bX +c:a,b,ceR et degP <2} etB={1,X,X?}
la base canonique de Ry [X] Soit la matrice

0
A= 1
1

O =
=)

et soit f : Ry [X] = Ry [X] "endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est A.
But : déterminer pour tout P € Ry [X], f(P). On sait

F) fX) F(X7)

1 0 0 1
1 1 1 X
0 1 0 X2

Donc f(1) =1+ X, f(X)=X+ X%t [f(X?)=X.
D’ot par linéarité de f, si P(X) = aX?+bX +¢,

f(P)=af(X*)+bf(X)+cf(1)=aX +bX +XH+c(l+X)=bX*+(a+b+c)X +c
Finalement :

f: R [X] — Ry [X]
aX?+bX +c— X P+ (a+b+0)X +c

Définition 7.1.1 Soit A € M,,(K) : on appelle application linéaire canoniquement associée a
A Dapplication : KP — K" définie par A dans les bases canoniques.

Exemple 7.1.2 L’application linéaire canoniquement associée a

1 0
A=1 2 1
0 -1
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A est Uapplication f € L(R* R®) définie par f((1,0)) = (1,2,0) et £((0,1)) = (0,1,—1).
On a¥(z,y) € R?  f(z,y) = (z,22 +y, —vy).

1 0 T
EneﬁetpourX:(I>,onaAX: 2 1 (x): 2z 4y
y 0 —1 y y

Proposition 7.1.1 L’application

M:L(E,F)—= M,,(K)
f — MatB7B/(f)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
On a donc, pour toutes les applications linéaires f et g de E dans F' et tout A € K,

M(f+g)=M(f)+M(g), MAf)=AIM(f)
et M est bijective.
Proposition 7.1.2 dim(L(FE, F)) = dimE x dimF
Démonstration : deux espaces isomorphes ont méme dimension, d’otu le résultat.

Proposition 7.1.3 Soient E, F' et G trois espaces vectoriels de dimension finie sur K,
Soient By = {e1, - ,en}, Bo = {f1,---.fp}, Bs = {01, .94} des bases de E,F et G
respectivement. Soient f € L(E,F) et g € L(F,G), on a

MatBlBs (g © f) = MathB3<g)MatBle (f)

Proposition 7.1.4 Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension n sur K, soient
{e1, - ,en}t, {f1,-+, fu} des bases de E et F respectivement.
Une application f € L(E,F) est bijective si et seulement si Mal., g, (f) est inversible, de plus

Maty, e () = (Mate, ()"
7.2 Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel de dimension n, soient {ej, -+ ,e,}, {€], -+, e/} deux bases de
E.

Définition 7.2.1 On appelle matrice de passage de la base {ey,--- ,e,} a la base {e|,--- e/}
la matrice, notée P{ei}ﬁ{eg} dont les colonnes sont les composantes des vecteurs e dans la base

{ei}.
La matrice P11y est la matrice de I’endomorphisme Idg dans les bases {e;} et {e}}.

On a donc

Proposition 7.2.1 La matrice de passage P{ei}—>{e’i} est inversible et son inverse est la matrice
de passage P{eg}_y{ei}.
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Soit © € E de composantes (z1,--- ,x,) dans la base {e;} et de composantes (], --- ,z!) dans
la base {e}}. On note P la matrice de passage de la base {e;} a la base {e}} et

Ty )
x| 2w x|
o o
Proposition 7.2.2
X' =P'X

Exemple 7.2.1 Soit B = {e; = (1,0),es = (0,1)} la base canonique de R?, Soit B' = {¢} =
<_27 3)7 €2 = (O’ _1/2)}

1. Montrer que B’ est une base de R2.

2. Déterminer la matrice de passage Pp_,p qui est M(id, B', B)

3. Déterminer les composantes de x = (6,—3) dans la base B’

Preuve
On a card(B) = 2 = dimR?, pour montrer que B est une base de R?, il suffit de montrer que
-2 0
/ : — (_9\(_ _
B’ est libre c.a.d. det( 3 —1/2 ) =(—2)(—1/2) =1#0.
On a

P = M(id, B, B) =
id(ey) id(eh)

—2 0 €1

3 —1/2 €92
—1/2 0
-3 -2

—1/2 0 6 -3
! _ p—1 _ _ 5

Enfin, on a X' = P7 X = ( _3 _9 ) < 3 ) = ( 19 ), donc les coordonnées de
x dans la base B" sont (—3,—12) c.a.d. © = —3¢] — 12¢,

on calcul P~ et on trouve P~1 =

7.3 Changement de base sur la représentation matricielle

Soient f € L(E,F), B = {ey,---,e,} et B = {e|,---,e,} deux bases de E, =
{fi,---, fn} et B ={f],---,fl}deuxbasesde F. Onnote A = Matg3(f), A = Matp pz(f),P =
Pp_,p et Q = Pﬁ*)ﬁ’

Proposition 7.3.1
A =Q AP

Corollaire 7.3.1 Soit f € L(E), B = {ey, - ,e,} et B ={e\,--- e} deuzx bases de E.
Notons

A= MatB,B(f) = MCLtB(f), Al = M&IfBQB/(f) = MatB/(f) et P= PB%B’

On a alors

A =PAP
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Définition 7.3.1 Deux matrices A et A" sont dites semblables s’il existe une matrice P de
M, (K) inversible telle que A’ = P~TAP.

Deux matrices semblables représentent donc le méme endomorphisme dans deux bases diffé-
rentes.

7.4 Rang d’une matrice

Soit F' = {vy,vq, - - - v, } une famille finie de vecteurs. On appelle rang de la famille {v;}, la
dimension de I’espace vectoriel engendré par cette famille. Autrement dit

rg(vy,---,v,) = dimVect(vy,- - ,vp)

Soit A € M, ,,(K). On appelle rang de A le rang de la famille formée par les vecteurs colonnes
de A.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E, F'). Soient B = {eq, - ,e,}
et 5={f1,- -, fa} deux bases quelconques de E et F respectivement et A = M(f, B, f3) .

Proposition 7.4.1
rgf =rgA

Proposition 7.4.2 Deux matrices qui représentent la méme application linéaire dans des bases
différentes ont méme rang, en particulier, deux matrices semblables ont méme rang.

Remarque 7.4.1 Pour toute matrice A, on a rgA = rg(*A). Il s’ensuit que le rang d’une
matrice est aussi égal au rang de la famille des vecteurs lignes.

Propriétés.
1. Soit A € M,,(K). On a : rg(A) < min(n,p)

2. Soit A € M,,(K). On a :
— rg(A) <n
— rg(A) = n si et seulement si les colonnes de A forment une base de K
— rg(A) = n si et seulement si A est inversible.

7.5 Matrices extraite

Soit A = (a;;) € M,,(K), on appelle matrice extraite de A, toute matrice de la forme
(aij)iej,jeJ avec I C {]_, s ,n} et J C {]., s 7p}

7.6 Rang et Matrices extraite

Soit A = (a;;) € M, ,(K), notons r = rg(A).
— Si M est une matrice extraite de A, alors rg(M) <r
— 1l existe une matrice r x r inversible extraite de A.
En conclusion le rang de A est la taille maximale des matrice inversibles extraites de A.
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Exemple 7.6.1

C1 Co C3

1 2 3
A=[0 =1 172

0 5

On a detA = det {cy,ca,c3} = 1.(—1).5 # 0, donc rg(A) = dimVect(cy, ca,c3) = 3.
Exemple 7.6.2

A:

—_ = =

1
1
1

—_ =
—_ = =

On arg(A) < min(3,4) = 3, toute matrice extraite de A de type 3 X 3 est de la forme :

1
A=1|1
1

—_ = =
—_ = =

seulement det A" = 0 donc rg(A) < 3. Il n’existe pas de matrice de de type 2 x 2 de determinant
différent de zero donc rg(A) < 2. Donc rg(A) =1

7.7 Trace d’un endomorphisme

On se place sur un K espace vectoriel £ de dimension finie n

Définition 7.7.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n. On appelle trace de A et on note tr(A),
la somme des coefficients diagonauz de A.
On vérifie que Uapplication trace ainsi définie est linéaire et que tr(A') = tr(A).

Lemme 7.7.1 Pour toutes les matrices A et B carrées d’ordre n, on a tr(AB) = tr(BA)

Soient B = {ey, -+ ,e,} et B = {e], -+ ,el} deux bases de E et u € L(E) Notons A =
Matg(u), A = Matg(u) et P = Pg_.p.Onaalors A =P 'AP, donc

tr(A") = tr((PrA)P) = tr(P(P'A)) = tr(A).
Ceci justifie la définition suivante :

Définition 7.7.2 Soit u € L(FE). On définit la trace de u, notée tr(u), comme étant la trace
de la matrice représentative de u dans une base quelconque de E.
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