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Corrigé type "Examen final d’Algebre 3"

Exercice 1 Questions de cours
1. Le polynome caractéristique d’une matrice carrée A est le polyndme P, défini par :
Py(A) =det(A— AI)
2. Deux matrices A et B sont semblables si et seulement s’il existe une matrice inversible P telle
que A= P~1BP.

3. Un polynome P est dit annulateur de la matrice A si et seulement si P(A) = 0.

Exercice 2 (INTERROGATION)
Soit
R - R

(%,9,2) = (x2-Y)
une application linéaire.
1. Montrons que la matrice associée a f dans la base canonique est la matrice A définie par
1 0 O ]
0 0 1

0 -1 0

A=

Supposons que la base canonique de IR3 est B = {e; = (1,0,0),e, = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}.
Remarquons que :

f(el) = f(l,O, 0) = (1,0,0) = 16‘1 + 062 + 063.

f(€2) = f(O, 1, 0) = (0, 0,—1) = Oel + 062 — 163.

f(e3)=£(0,0,1) =(0,1,0) = Oey + le, + Oes.

Donc Matg(f)=A

2. Calculons A%, AS3.

1 0 0
OnaA?=AA=| 0 -1 0]
0 0 -1
1 0 0
A3=A%A=[0 0 —1]
01 0
3. Calculons A3 —A%*+A-1.
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 00 0 00
A3—A2+A-T1=[0 0 1]— 0 -1 0 ]+[o 0 1]—[0 1 0]_[0 0 0]
01 O 0 0 -1 0 -1 0 0 01 0 0 0
et déduire que A est inversible.
OnaA3-A?+A-I1=0donc A>-A>+A=1
Alors A(LA2—A+I)=Tet (A2—A+1)A=1
Donc A est inversible son inverse est A> —A+1
4. Calculons A~ par deux méthodes :
1 0 O 1 0 O 1 0 0 1 0 0
Méthode 1: A1 =A?2—A+I=| 0 -1 0 ]—(O 0 1]+[0 1 0]—[0 0 —1]
0 0 -1 0 -1 0 0 01 01 0
Meéthode 2 : A~ = detA(ComA)T.
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OnadetA=1et ComA =

S O

0
1 ] donc (ComA)T =
0

(100 1 0 0
AlorsA—lzI 00 -1 1]|=l00 -1/
01 0 01 0

Exercice 3 On considere la matrice

0111
1 011
A=l 0 1
1 110
1. Calculons det(A— AI).
-2 1 1 1
1 -1 1
det(A—-AI) = 1 1 -1 1 ,Ci—Ci+Cr+C3+Cy
1 1 1 =X
3-12 1 1 1
13-4 -4 11
13-4 1 -A 1
3-1 1 1 -2
1 1 1 1
1 -4 1 1
_(3—/\)1 1 -1 1 ,Ci—C -G
1 1 1 -2
0 1 1 1
1+2 -4 1 1
=G=M g 1
0 1 1 -2
1 1 1
=—B-M)1+M)|[1 -2 1 |,C,«<C -G
1 1 -A
0 1 1 |
=—B-AN)1+A)][1+1 -2 1 [==B-A)(1+A) . _/\‘:(3—/\)(1+/‘\)3
0 1 -A

Donc Py(A) = (3-A)(A+1)3.

2. Montrons que A est diagonalisable : Les valeurs propres de A sont —1 valeur multiple d’ordre
3 et 3 valeur simple Etudions les espaces propres associés aux valeurs propres

E i ={xv2zt)e ]R4;A(x,y,z, t)T =—(x,v,2 t)T}.
={(x,v,2,1t) eIR4;x+y+z+t: 0}
={(x,9,2t) e R ;x =~y —z -t}
=Vect{(-1,1,0,0);(-1,0,1,0);(-1,0,0,1)}
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Une base de E_; est {(-1,1,0,0);(-1,0,1,0);(-1,0,0,1)}. Donc dimE_; = 3.

Es={(x,v,2,t) € IR4;A(x,y,z,t)T = 3(x,y,z,t)T}.
={(x,9,zt) eR,3x+p+z+t=0,x+3y+z+t=0,x+y+3z+t=0,x+y+2z+3t =0}
={(x,v,21t) e R%;x =y=z=t}
= Vect{(1,1,1,1)}

Une base de E5 est {(1,1,1,1)}.
Donc I'ensemble des vecteurs propres {(-1,1,0,0);(-1,0,1,0);(-1,0,0,1);(1,1,1,1)} de A
forme une base de R*, et donc la matrice A est diagonalisable.

3. La matrice diagonal D et la matrice inversible P telle que D = P~' AP sont :

10 0 0 111
0 -1 0 0 -1 0 0 1

— p-1 — —
P=PRAP=1 g 0 210 |P5] 0 -1 0 1
0 0 0 3 0 0 -1 1

4. Trouvons une matrice carré B € My(C) telle que B> = A.
Remarquons d’abord que la matrice M définie par :

i 00 0
0 i 0 0
M=1090 i o
00 0 V3

est telle que (M)? = D.
En écrivant A = PDP~' = PM?P~! = (PMP~')(PMP™'), et en posant B = PMP~!, on
obtient A = B2.



