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Corrigé de la série de TD N 2

(i) (11

1 AB:(l 4), BA:(l 0).

Exercice 1
0
1

01 4 1

2. Ona (A+B)?=A?+B?+(AB)+(BA) donc
(A+B)?> # A% + B2+ 2(AB) car AB # BA.

Exercice 2 On considere la matrice

Exprimer B? en fonction de B.

111 3 3 3
OnaB=A+3I=|1 1 1 |doncB?*=|3 3 3 |=3B.
111 3 3 3

1. En déduire A% en fonction de A.
Ona B = A+3I donc A = B-3I, les matrices B et (—3)I commutent c.a.d.(—3)IB = B(=3)I =
(=3)B donc

A% = (B-3I)> =B*+2B(-3I)+(-31)> =3B—6B+9] =3(3] —-B) = -3A

2. La matrice A est elle inversible.
Supposons que A est inversible, alors AA™" = I donc A.A.A™' = Al = A mais A*> = -3A
alors —3A.A7! = A donc —31 = A mais A # —3A, on conclut que la matrice A n’est pas
inversible.

Soit A la matrice définie par

—_—— O
—_—O =

O = =
N —

1. Calculer AZ.

21
A’=|1 2 =A+2I
11

1
1
2
2. En déduire A~L.

1 1 1
OnaAZ:A+2I:>A2—A:21:>E(A2—A):I:>EA(A—I):I:>A(§(A—I)):I,

1 -1/2 1/2 172
donc A~ = E(A -n=| 172 -1/2 1/2
/2 1/2 -1/2

3. Retrouver A~ par une autre méthode.

avec detA =2
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Exercice 3 — On Calcule le déterminant D, selon la premiére colonne
1 1 0
D;=|-1 1 1 :1‘ L 1'—(—1)' L0 o)t 0':1—(—1)+1—0+0:3
-1 1 -1 1 11
0 -1 1
Méthode 2
1 1 0|4 1 1 0 I )
D1: -1 1 1 12— 0 2 1 lZ+Zl —1)_1 1‘:24-1:3
0 -1 1|1; |0 -1 1| I
a b a L
— D,=| b a b I, =0
a+b a+b a+b| =L+
C(ZTZ3:l1+lz
1 2 3 1
0 1 4 0
— D=y 0 0 g |71
-1 0 1 3
Exercice 4 1. Déterminer le rang des matrices suivantes.
4 2 0 3101 3 -3 3 1 1 1
A=11 2 11|, B=12 1121 C=|1-11}| D=|1a 1
2 -1 0 1007 4 -4 4 1 1 a

— OnaAeMj;(R) et det(A)=8=0,doncrg(A)=23.
— B e M3 4(R), donc rg(B) < min(3,4) = 3, de B on peut extraire une sous matrice, par

310
exemple B’ = [ 211 ] de déterminant égale a 1 # 0, donc rg(B) = 3.
1 00

— Pour C, on a C; = C3 = —C, (avec C; désigne la colonne i), donc detC = 0, toutes
les sous matrices extraites de la matrice C de type 2 x 2 sont de determinant nul car
les colonnes (méme les lignes sont linéairement dépendantes), donc rg(C) < 2 enfin
rg(C)=1.

— det(D)=a®—a’—-a+1=(a-1)*(a+1)
— Siaz#1 et a=#-1,detD #0doncrg(D)=3.

1 1 1
— Sia=-lalorsD=| 1 -1 1 |etdetD =0doncrg(D)< 3, on peut extraire une
1 1 1
1

de D de déterminant = -2 # 0, donc rg(D) = 2.

. ,
sous matrice D —( 1 -1

— Sia=1alors D = et detD = 0 donc rg(D) < 3, seulement on ne peut

—_ T —

11
11
11

extraire aucune sous matrice D’ de type 2 x 2 tel que detD’ # 0 donc rg(D) = 1.
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2. Déterminer les matrices associées aux applications linéaires f,g et h dans les bases cano-

niques

f:IR2 —

IRZ
(x,y) — (4x-3y,x+7yp) "’

Soit Bg = {e}, avec e = 1 base canonique de R, B = {e; = (1,0),e; = (0,1)} et B’ = {e] =
(1,0,0,0),e5 =(0,1,0,0),e5 =(0,0,1,0),e; = (0,0,0,1)} les bases canoniques de R? et de R*.

Ona

h(e) = h(1) = (1,-3,11,0) = 1(1,0,0,0) - 3(0,1,0,0) + 11(0,0,1,0) + 0(0,0,0,1)

h:R —

7 / ] 7
e] —3e,+11e; + O¢y donc

Matg, p(h) =

IR4
x b (x-3x,11x,0) °

h(e)

1

-3
11

0

‘)
©
%
€y

Exercice 5 Soit E = F = R, [X] = {P =aX?+bX+c¢/ ab,ce IR}, on munit R, [X] de la base
canonique B = {1,X,X2}. Soit fl'application définie par f(P) = P’.
Déterminer Mg(f), la matrice de f relativement a B.

Ona

f(1)=1"=0=0.1+0.X +0.X2.
f(X)=X'=1=11+0.X+0.X2
f(X?)=(X?)=2X=0.1+2.X+0.X2

donc

f) fX) f(X?)

0 1
Matg(f) = 0 0
0 0

0
2
0

X
XZ

Exercice 6 Soit f : R* — R3 l'application linéaire dont la matrice dans les base canonique B de

R* et B’ de R est
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A=Mpp(f)=

1. Déterminer une base du noyau de f.

Kerf ={XeRY AX=0)

1 2 1 3 . 0
AX=0 & |1 1 2 1 x2:o
1 -2 5 -11 3 0

X4

X1 +2x+x3+3xy 0

S X1+ Xy +2x3+ x4 ][0]

X1 —2xp +5x3—11xy 0
X1 +2x+x3+3x4=0

S X1 +X,+2x3+x4=0

X1 —2xp+5x3—-11x4=0

La résolution du systéme nous donne x, = x3, x; =-3x3 et x4=0.Donc

Kerf = {X=(x1,x0,x3,%4) €ERY x,=2x3, x =-3x3 et x4=0)
{(-3x3,x3,%3,0) e R/ x5 €R}

= {x3(-3,1,1,0) e R*/ x;€R)}

= [a=(-3,1,1,0)]
On a dimkerf =1 donc dimImf = dimR* -1 =3 = dimIR.
Onalmf CR3etdimImf =dimR> donc Imf = R>.
Comme base de Imf, on peut prendre par exemple la base canonique de R>.
Enfinrg(A) =rg(f)=dimImf = 3.

Exercice 7 Laissé aux étudiants

Exercice 8 Soit B = (eq,ey,e3) la base canonique de R3, soit u Vendomorphisme de R3 dont la
matrice dans la base canonique est

1 4 4

-1 -3 -3

A=
0o 2 3

Soite; =e;—ey+e3, e, =2e;—ey+es, ey =2e; —2e,+e; trois vecteurs de R°,
1. Montrer que B’ = (e, €}, e}) est une base de IR3.

1 2 2
Onadet(ej,eye;)=| -1 -1 =2 |=-1=0, donc B est une base de IR3.
1 1 1

2. Déterminer la matrice de passage P de B a B’. Calculer P~1.

ey e, e
1 2 2 e
P=Matgp(ld)=| | | ei
1 1 1 es3
ep € e€3
s
P! = Matgp(Id) = ool

1 1 0 [é
0 -1 -1) ¢
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3. Déterminer la matrice A’ de u dans la base B’.
Les coordonnées de u(e}) dans la base B’ :

1 4 4 1 1
Aej=| -1 -3 -3 -1 |=]| -1 |=¢.
0 2 3 1 1

De méme on trouve Ae, = e} et Aej = —e;. Donc

uley) u(ey) ules)

, 1 0 0 e
A —MﬂtB/'B/(M)— 0 0 1 eé
0 1 0 el
— PlAP=A"
1 0 O
— A?=AA=|0 -1 0
0 0 -1
. A/4:A/2A/2:

100
01 0|=I.
00 1

Algebre 3

— Ona A’ =P 'AP & A=PA’P~! donc A*=PA*P~! = P3P~ = I3 donc A*" = I} =

L.



