
Algèbre 3 Corrigé type
Exercice 01(6pts)

1. (F):
�
0 1
0 0

�
a toutes ses valeurs propres réelles, �1 = �2 = 0 et elle

n�est pas diagonalisable, dimE�=0 = 1 6= m = 2:

2. (V): PA(�) = 0 avec A 2Mn(C); admet toujours n solutions dans C:

3. (F): A+B =
�
0 1
0 0

�
n�est pas diagonalisable.

4. (V): A diagonalisable () 9P inversible /A = PDP�1, donc 9P in-
versible /A2 = PD2P�1; donc A2 diagonalisable.

5. (V): Théorème de Cayeley-Hamilton.

6. (F): (A+B)2 = A2 +B2 +AB +BA:

Exercice 02 (6pts = ((1 + 1) + (1:5 + 1:5) + 1)pts)
PA (�) = det (A� �I) = �2 � 5� + 4 = (�� 1) (�� 4) = det (B � �I) =

PB (�) :

� On a deux valeurs propres simples et distinctes donc A et B sont diago-
nalisables.

� E�=1 =
�
v 2 R2=Av = 1v

	
=

�
(x; y) 2 R2=

�
2 1
2 3

��
x
y

�
=

�
x
y

��
=�

(x; y) 2 R2=x = �y
	
=
�
(�y; y) 2 R2=y 2 R

	
= [(�1; 1)] :

E�=4 =
�
v 2 R2=Av = 4v

	
= [(1; 2)] : Donc P =

�
0 1
1 2

�
:

Pour la matrice B on trouve:

� E�=1 =
�
v 2 R2=Bv = 1v

	
= [(2; 1)] et E�=4 =

�
v 2 R2=Bv = 4v

	
=

[(1; 2)] : Donc P 0 =
�
2 1
1 2

�
:

� On a A = PDP�1 et D = P 0�1BP 0, en remplaçant cette dernière égalité
dans A, on trouve

A = P
�
P 0�1BP 0

�
P�1 = PP 0�1BP 0P�1

Donc C = PP 0�1 =
�
�1 1
0 1

�
:

Exercice 03 (8pts = (1 + 1 + 1:5 + 1:5 + 1 + 1 + 1)pts)

� PA (�) = det (A� �I) = ��3 + 3�2 � 3� + 1 = � (�� 1)3 ; le polynôme
est scindé donc A est trigonalisable.
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� E�=1 =
�
v 2 R3=Av = 1v

	
=

8<:(x; y; z) 2 R3=
0@ 1 0 0
0 0 �1
0 1 2

1A0@ x
y
z

1A =

0@ x
y
z

1A9=;
=
�
(x; y; z) 2 R3=y = �z

	
=
�
(x; y;�y) 2 R3=x; y 2 R

	
= fx (1; 0; 0) + y (0; 1;�1) =x; y 2 Rg =

[fv1 = (1; 0; 0) ; v2 = (0; 1;�1)g] :

� On a: f(v1) = Av1 = v1; f(v2) = Av2 = v2 et

f(v3) = Av3 =

0@ 1 0 0
0 0 �1
0 1 2

1A0@ 0
0
�1

1A =

0@ 0
1
�2

1A =

0@ 0
1
�1

1A+
0@ 0

0
�1

1A = v2+v3:

Donc

T =Mf (B
0)

f(v1) f(v2)f(v3)

=

0@ 1 0 0
0 1 1
0 0 1

1A v1
v2
v3

avec P

v1 v2 v3

=

0@ 1 0 0
0 1 0
0 �1 �1

1A
� On a

T =

0@ 1 0 0
0 1 1
0 0 1

1A =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A+
0@ 0 0 0
0 0 1
0 0 0

1A = I3 +N;

avec N2 = 0 (N nilpotente )

�

Tn = (I3 +N)
n
=

nX
k=0

CknN
kIn�k3 = C0nN

0In�03 + C1nN
1In�13 + 0 + : : :+ 0 = I3 + nN ,

( Nk = 0; 8k � 2; C0n = 1 et C1n = n ):

Tn = I3 + nN =

0@ 1 0 0
0 1 n
0 0 1

1A
�

An = PTnP�1 =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 �1 �1

1A0@ 1 0 0
0 1 n
0 0 1

1A0@ 1 0 0
0 1 0
0 �1 �1

1A =

0@ 1 0 0
0 1� n �n
0 n n+ 1

1A
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