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Solution de TD N° 1

Exercice 1 Solution Soit
Z[i]={a+ib|(a;b) € Z%eti® = -1}

Remarquons que Z[i] est sous ensemble de C.
1. Montrons que Z[i] est un sous anneau de C.
(a) Z]i] est non vide (On voit que 0 = 0+i0 € Z[i]).

(b) Soient z; = ay +iby et z, = ay +ib, deux éléments de Z[i]. on a zy —z, = (ay +iby) —
(ay +1by) = (a1 —ay) +i(by — by) € Z[i].

(c) Soient zy = ay +iby et zp = ap +ib, deux éléments de Z[i]. on a z;.z, = (ay +1iby).(ay +
lb2) = (611.612) - (b1b2) + i[a1b2 + 612171] eZ [l]

2. SoitN une application de Z[i] dans N tel que N(a+ib) = a’> +b%. On a
N[(a+ib)(c+id)] = N[(ac — bd) + i(bc + ad)] = (ac — bd)? + (b + ad)?.
Etona
N(a+ib)N(c+id) = (a® + b2)(c® + d?) = (ac — bd)? + (bc + ad)?.
Donc
N[(a+ib)(c+id)] = N[(a+ib)N(c+id)].

Cherchons maintenant les éléments inversibles de Z [i].

Soit a+ib un élément inversible de Z[i], donc il existe un élément c + id de Z
(a+ib)(c+id)=1donc N((a+ib)(c+id))=N(1) =1, alors (a®> + b?)(c* +d?) =
Et comme a, b, c et d sont des nombres relatifs (€ Z) alors a?+b?=1.

Donc

[i] tel que
1.

b=0=a=+1.
Ou
a=0=b==+l1.

Alors I'ensemble des éléments inversibles de Z[i] est {1,-1,1,—i}.

Exercice 2 Indication pou la solution Soit 'ensemble Z [\/5] le sous-ensemble de R donné par
Z|V2]={a+V2b| (a;b) € 2?)

1. Montrer que Z[\/E] est un anneau. Il suffit de montrer que Z[\/E] est un sous-anneau de
R.

2. On note N(a+ \/Eb) = a? — 2b2. Montrer que
Vx,p € Z[\/E] :N(xy) = N(x)N(p).
Voir l'exercice 1, la question 2.

3. Endéduire que les éléments inversibles de Z [\/E] sont les a+bV2 tels que a’-2b% e [-1,+1].

Exercice 3 Solution. Soit A un anneau tel que tout élément de A soit idempotent (i.e. Vx € A,
2
X< =x).
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1. Six €A, alors (2x)2 = 2x donc 4x% = 2x, ce qui entraine 4x = 2x puis 2x = 0. Ceci s’écrit
encore x = —
Montrons maintenant que A est commutatif. Six,y € A, (x+y)* = x+y donc x> +xy+yx+y* =
x+y, doul en tire xy + yx = 0 doncxy = —yx = px.

2. Six,y€Aalors xy(x +7) = xyx + xy? = x’y + xy> = xy + xy = 2xy = 0.
Si A est intégre, alors A a au plus deux éléments. En effet, sinon il existe x,y € A distincts et
différents de 0. Donc (x+y) = 0 (sinon x = —y =p) et A étant intégre xy(x+y) = 0, absurde.

Exercice 4 Solution. Soit A un anneau commutatif et x; y deux éléments nilpotents de A.
x est nilpotent ssi il existe un entier n strictement positif tel que x" = 0.
v est nilpotent ssi il existe un entier m strictement positif tel que y™ =
1. Montrons que I'élément x.y est aussi nilpotent.
On a (xy)" =x"y" = 0y" = 0 (car A un anneau commutatif).
2. L'élément x + vy est nilpotent car :
(x + y)n+m 1_ Zn+m lec +m 1xkyn+m 1-k
1~k _1-
(Z n+m 1xkyn 1- k)+x (Z?Hm C K 1xk nyn+m 1 k)
1 1- 1~k -1-
= O(ZZ OCn+m 1% yn k) + O(Zn+m C n+m-— 1xk nyn+m k) =0
3. Montrons que I’élément 1 — x est inversible :
Onal=1-x"=1-x)1+x+x>+...+x"1)
Donc 1 — x est inversible, et son inverse est (1 +x+ x> +...+x™1).

Exercice 5 Solution.

1. Effectuons la division euclidienne de 4X> —2X* +5X3 + 4X + 2 par X? + 1.

X2+1
4X3-2X2+X+2

4X5 - 2X*4+5X3+4X +2 |
—4X> - 0X*-4X3-0X?-0X-0 |
“2X4+ X3 +04X2+4X+2 |
2X4-0X3+2X%-0X-0 |
X34+2X2+4X +2 |
|
|
|
|

-X3-0X?-X-0

2X2 43X +2

-2X?-0X-2

3X
Donc : 4X5 —2X*+5X3+4X +2 = (X% +1)Q(X) + R(X), avec Q(X) =4X3-2X?>+ X +2 et
R(X) = 3X.

2. La division euclidienne de 4X° — 2X*+5X3 + X? par 4X3 - 2X? + X + 2 donne :
4X5 - 2X* 4 5X3 + X? = (4X3 - 2X? + X +2)Q(X) + R(X), avec Q(X) = X?>+ 1 et R(X) =
~X?2-X-2.

3. —2X°-2X*-X3+4X?+4X + 2 par X2+ X + 1.

Exercice 6 Déterminer le PGCD(P; Q) dans chaque cas :

1. P(X)=X*-3X3+X?+4et Q(X)=X3-3X>+3X-2.
On recherche le PGCD des polynomes P(X) et Q(X) par l'algorithme d’Euclide, utilisant
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les divisions euclidiennes des polynomes : le PGCD est alors le dernier reste non nul d une
constante multiplicative preés :

X4-3X3+X%+4 | X3-3X%2+3X-2
~X*4+3X3-3X%2-2X-0 | X
—2X2+2X+4 |

On obtient P(X) = Q(X)Q;(X) + Ry(X), avec Q;(X) = X et R (X) = -2X? +2X + 4.
On fait ensuite la division euclidienne de Q(X) par Ry(X) :

—2X2+2X+4
4X3-2X2+X+2

X3-3X2+3X-2 |
X3+ X?+2X-0 |
—2X2+5X -2 |
|
|

2X?2-_2X -4
3X -6

On obtient Q(X) = R(X)1 Q2(X) + Ry(X), avec Q,(X) = —%X +1let RyX)=3X-6.

On fait la division euclidienne de Ry (X) par Ry(X) :

—2X?+2X+4 | 3X-6

2. 2
2X2 44X -0 | —=X+=
_ 373
-2X+4 |
2X -4 |
0 |

Donc 3X — 6 est le dernier reste non nul, c’est donc le PGCD de X* —3X3 + X% +4 et
X3-3X%2+3X-2.

2. P(X)=X>-X*+2X3-2X?+2X-1et Q(X)=X>-X*+2X?-2X +1.
3. P(X)=X"-1et Q(X)=(X-1)";n>1.

Exercice 7 On considére dans K [X] (K étant R ou C ), les trois polynomes A, B et C suivants :
AX)=X3+6X?>+11X+6

B(X)=X3+4X?+X-6

CX)=X3+X?-X-1

Calculer pgcd(A, B), pgcd(A,C), pged(B,C), pgcd(A, B, C).

Indication Par définition, le PGCD, noté D, des polyndmes Py, P,,..., P, non tous nuls est le
polynome satisfaisant aux conditions a) et b) suivantes :

a) Le polynéme D divise tous les polynomes P; ,

b) Tout polynéme divisant chacun des P; divise D.

Remarquer que le PGCD de plusieurs polynomes divise le PGCD de deux d’entre eux.

Exercice 8 Trouver le PGCD, noté D, dansIK[X] (K étant IR ou C), des polynomes et suivants :

AX)=X0+X5+4X%2+2X -2
B(X)=X>+2X*+X3+5X+5
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On recherche le PGCD des polynomes A(X) et B(X) par Ualgorithme d’Euclide, utilisant les
divisions euclidiennes des polynémes : le PGCD est alors le dernier reste non nul a une constante
multiplicative prés. On fait la division euclidienne de A(X) par B(X) et on obtient A(X) = B(X)Qq(X)+
Ry(X), avec Q;(X)=X-1et Rj(X)=X*+X3-X%2+2X +3.

On fait ensuite la division euclidienne de B(X) par Ry(X), on obtient B(X) = R{(X)Q,(X) +
Ry(X), avec Qy(X) =X +1et Ry(X)=X3-X?+2.

On fait la division euclidienne de Ry(X) par R,(X), on obtient Ry (X) = Rp(X)Q3(X) + R3(X),
avec Q3(X) =X +2et R3(X) = X% - 1.

On fait la division euclidienne de Ry(X) par R3(X), on obtient Ry(X) = R3(X)Q4(X) + R4(X),
avec Qu(X) =X -1 et Ry(X) =X+ 1. Et Ry(X) est le dernier reste non nul, c’est donc le PGCD de
A(X) et B(X).

Pour déterminer un couple (U, V') de polynomes vérifiant l'identité de Bézout AU + BV =D,
On regroupe les résultats obtenus.
A=QiB+Rjavec Q1(X)=X-1.

B Q2R + Ry avec Qr(X) =X + 1.
Q3R2 + R3 avec Q3(X) X + 2
Rz = QqR3 + Ry avec Q4(X) =X-

On a Ry(X) = A(X) = Q,(X) ( )donc Ry (X) = A(X) = (X - 1)B(X).

On a Ry(X) = B(X) = Qy(X)Ry (X) donc Ry(X) = B(X) = (X + 1)(A(X) - (X - 1)B(X)) donc Ry(X) =
—(X + 1)A(X) + X?B(X).

Ona R3 =Ry - (X + 2)R2 et R4 = R2 - (X — 1)R3 donc R4 = R2 - (X— 1)[R1 — (X + Z)Rz]

Alors Ry(X) = (=X3 = 2X?2 = X + 2)A(X) + (X* + X3 - 2X + 1)B(X).

Donc on a déterminé un couple (U, V') de polynomes vérifiant I’égalité AU +BV = D, avec U(X) =
—X3-2X?2-X+2, V(X)=X*+X3-2X+1et D(X)=Ry(X)=X+1.

Exercice 9 Trouver le PGCD, noté D, dansK[X] (K étant R ou C), des polyndmes et suivants :
AX)=X*+1etBX)=X3-X%+1
et déterminer tous les couples (U, V') de polynomes vérifiant l'identité de Bézout AU+BV = D.

Exercice 10 Solution. Déterminons l'ensemble des polynomes P € R[X] tels que P = 1(mod(X —
1)3) et P = —1(mod(X +1)3).
Notons T’ cet ensemble. On a

Pel e 3U,VER[X],P=1+U(X-1P2etP=-1+V(X+1)?
AU, VER[X],P=1+UX-1P2etl +UX -1 -1+ V(X +1)3.

En d’autres termes, T représente 'ensemble des polynémes de la forme 1+ U(X —1)3 oit U appar-
tient d I'ensemble

{UeR[X]|AVeR[X],UX-1)32+V(X+1)3=2).

On est ramené au probléme suivant : quels sont les couples (U, V) tel que U(X -1+ V(X +1)% =
27

Les polynomes X — 1 et X + 1 étant premiers entre eux, il en est de méme pour les polyndmes
(X —1)3 et (X + 1), donc et d’aprés le théoréme de Bezout il existe (Uy, V) de R[X] tel que
Up(X =123+ V(X +1)° =1.
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Théoreme de Bezout : Soient P et Q deux de R[X], premiers entre eux. Alors il existe (Uy, Vy) tel
que UyP+VyQ =1, et I'ensemble des couples (U, V') vérifiant UP+V Q = 1 est I'=(Uy+KQ,Vy+KP);K € R

Ona:
X 1 8 8 9

(X+1)3=(X-1)2+(6X>+2)et (X-1)3=(6X>+ 2)(g —E)+(§X), (6X?+2) = (gX)(ZX)+2.
Maintenant on remonte
8.9 X 1.9
2:(6X2+2)—(§X)(ZX):6X2+2)—[(X—1)3—(6X2+2)(E—E)](1X).
9 X 1.9

:(—ZX)(X—1)3+(6X2+2)[(g—§)(zx)+1]

9 3X? 9X
:(_ZX)<X_1)3+[(X+1)3_(X_1)3]<T_?+1)
:(—%XZ—%+1)(X—1)3+(3TX2—%+1)(X+1)3

Si U0:—3—X2—%+let V0—3—X2—%+1 on donc Ug(X — 1)+ Vy(X +1)% = 1. D’apres le

16 16 2 16 16 2’
théoreme de Bezout, on a donc :

F={1+[2Uy+K(X+1)3](X-1)3,K e R[X]}.

Exercice 11 Solution.

1. Dicomposons en produit de facteurs irréductibles dans R[X] les polynémes suivants 1.
X*+1.
On commence par chercher les racines complexes pour factoriser dans C[X], puis on re-
groupe les racines complexes conjuguées
T Ny ™ T
X44l=(X-e d)X-e &) (X—c d)(X—-e¢ %)
T T ™

E i— i—
S(X—e A X d)(X—e ) X-e 4))

L ST T

1— 1— 1— 1—

=(X2-X(e 4+e)+1)(X?>-X(e 4+e 4)+1)
—V2+1)(X2+V2+1)

Les deux polynomes de degré 2 que I'on obtient non pas de racines réelles, ils sont irréduc-

tibles dans R[X].

2.X8-1

XB-1=(X*-1)(X*+1)
= (X2-1)(X2+1)(X2=V2+1)(X2+V2+1)
=(X - 1)(X+1)(X2+1 X2 - \/_+1 X2+\/_+1

3. X4-6X3+9X2

X*-6X3+9X2=X?*(X2-6X+9)=X%*(X+3)(X+3).
4. (X?>-X+1)>+1.



Université Batna 2
Département de Mathématiques Algebre 3

(X2-X+1)2+1=(X?>-X+1)2?-i=(X?-X+1-0)(X*?-X+1+1)
On factorise alors chacun des polynémes de degré 2 dans C :
(X?2=X+1)P +1=(X+i)(X-1-i)(X-i)(X=1+1i)
=(XZ+1)((X-1)2+1)
= (XZ+1)((X)*-2X+2)
2. Ona:9=—(3i)? donc
X*-6X3+9X%2+9=(X(X-3))%-(3i)?
= (X(X -3)-3i)(X(X -3)+3i)
= (X% -3X —3i)(X?>-3X + 3i)
On factorise chacun de ces deux polynémes. Le discriminant du premier est 9+12i = (V3(2+

\/_

3 3 3 3
i))? ses racines sont ay = §+\/§+i§ et ay = > —\6—1’7.

\/_

L . . . ) 3 .V3
Le discriminant du premier est 9—12i = (V3(2—1))%. Ses racines sont p1 = 5 +V3 - i—- et

ﬁ2:g_\/§+i?-

La décomposition en produit de facteurs irréductibles de C[X] est donc :
(X —ay)(X = ar)(X = B1)(X = B2)

Pour obtenir la décomposition dans R[X], on regroupe les racines complexes conjuguées a
savoir ay et By d’une part et a;, et p, d’autre part. On trouve

X4-6X3+9X2+9=(X?2-(2V3+3)X+3V3+6)(X>+(2V3+3)X -3V3+6)



