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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

1.1 INTRODUCTION

Ce chapitre est destiné a I'étude des équations aux dérivées partielles du 1¢ ordre dans
le cadre général sous des conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann. Cette
étude est basée essentiellement sur la méthode des caractéristiques qui consiste de cher-
cher des courbes dites caractéristiques ou parfois changement de coordonnées, de sorte
que le probléme aux limites en question se convertit & un systéme des équations diffé-
rentielles ordinaires du 1 ordre. Ensuite nous utilisons lés méthodes standards pour la
résolution du systéme obtenu. Une grande partie de ce chapitre est réservé 2 une étude
bien détaillée des équations de transport vu son importance dans diverses disciplines.
Pour illustrer les méthodes théoriques utilisées une dizaines d'exercices sont donnés.

1.2 DEPINITIONS ET PROPRIETES

Définition 1.2.1. Une équation aux dérivées partielles ou EDP du premier ordre est une équation
reliant une fonction a ses dérivées partielles du premier ordre ou une équation reliant entre elles
les dérivées partielles d'ordre 1 d'une fonction. Autrement dit une expression de la forme

F(x,u(x), Vu(x)) =0 (1.2.1)

oft F: 0 x R x RN — R est une relation donnée, u : O — R est la fonction inconnue et V est
Vopérateur gradient défini comme suit :

V = (05....,05,). (1.2.2)

Définition 1.2.2. Toute fonction u : Q0 — R de classe C' sur () vérifiant (1.2.1) est dite solution
classique.

Remarque. Pour pouvoir résoudre I'équation ci-dessus nous cherchons toutes les solutions véri-
fiant (1.2.1), en demandant des conditions aux limites (bords) de cette fonction, autrement dit les
valeurs de u sur le bord 90) ou sur une partie de 9C) et des conditions initiales c’est @ dire on
a des informations sur la fonction a l'instant t = 0. Cette remarque nous conduit i la définition
survante :

Définition 1.2.3. Soient T une sous partie de 0Q et ¢ : T — R une fonction donnée. Les
conditions aux bords sont données par :

(1) Condition de type Dirichlet :
u=g sur I.
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(2) Condition de type Newmann :

v '
oit & £V - v et v désigne le vecteur normal sortant du T vers Uextérieure,

U =

Maintenant, nous considérons le probléme aux limites de type Dirichlet suivant :

{ F(x,u(x), Vu(x)) =0 sixe (1.2.3)

u(x) = g(x) sixeT,

ot ¢ : I' = R est une fonction de régularité adéquate de sorte que (1.2.3) admet une
solution unique.

Les équations aux dérivées partielles non-linéaires de type (1.2.3) apparaissent dans di-
verses théories de la physique, principalement la dynamique, la mécanique des milieux
continus comme la conservation de la masse, la quantité du mouvement et 'optique
géométrique. . . etc.

- Exemples.

(E1)

(E2)

(E3)

Equation de transport linéaire & vitesse constante.
¢ Cas unidimensionnel :

du(x,t) +eoxu(x,t) =0 x€R, t=0, (1.2.4)

ou ¢ > 0 est dite la vitesse caractéristique.
© Cas multidimensionne] :

duu(x,t) +c-Vu(x,t)=0 xeRN, t>0, (1.2.5)

ot ¢ = (c;)1gj<n est un vecleur de composantes positives.

Equation d’Euler.
¢ Cas unidimensionnel :

S (x, ) +u(x, t)oxu(x, t) + dxp(x,t) =0 x€eR, t >0, (1.2.6)

ot u et p désignent respectivement la vitesse et la pression.
¢ Cas multidimensionnel :

O (x, t) +u(x,t) Vu(x,t)+Vp(x,t) =0 xe RV, t>0. (1.2.7)
Cette équation modélise 1'écoulement d'un fluide parfait dans un tube horizontal.
Elle était considérée comme un défit au cours du 212 siecle.

Equation eikonale.
¢ Cas unidimensionnel :

lu' (x)| = 1. (1.2.8)
¢ Cas multidimensionnel

|Vu(x)| = 1. (1.2.9)

1. La dérivée directionnelle d'une fonction réguliere g est définie par ;‘} =Vg-v

6
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1.3 LA METHODE DES CARACTERISTIQUES

Pour pouvoir résoudre I'équation (1.2.1), nous développons la méthode des caractéris-
tiques qui consiste a convertir une EDP a un systéme d’équations différentielles ordi-
naires EDO approprié. Pour cela, nous cherchons une courbe (changement de coordon-
nées) a l'intérieur de () de sorte que si on projette I'EDP, on obtient un systéme d’EDO.

Définition 1.3.1. Soil x(s) = (x1(s),...,xn(s)) une courbe paramétrisée de parametre t € I,
avec I C R. Alors la dérivation le long de la courbe x est définie comme suit :

N
t(x(s)) = ), #;(s)axu(x(s)). (13.1)
j=1

Soit x(s) = (x1(s),x2(t),...,xn(s)) une courbe paramétrisée de parametre t € I, ol
I C R. Supposons que u est de classe C? sur () solution de (1.2.1).

Définissons
z(s) £ u(x(s)) (1.3.2)
et posons
p(s) £ Vu(x(s)), (1.3.3)
c'est-a-dire p(s) = (p1(s),..., pn(s)), oir
pi(s) = axu(x(s)) Vie{1,...,N}. (1.3.4)

Ainsi z(-) représente les valeurs de u le long de la courbe et p(-) désigne les valeurs du
gradient V. On doit choisir la fonction x(-) de sorte qu’on peut calculer explicitement
z(+) et p(-). Pour cette raison, la différentiation de lidentité (1 .3.3) nous donne le suivant :

N
pi(s) = ) Oxxu(x(s))%j(s) Vie{1,...,N}. (1.3.5)
i=1

Cette expression n’est pas trop promelleuse, puisqu’elle nécessitera la seconde dérivée
de . On doit différencier encore une fois I'EDP (1.2.1) par rapport  x;, ce qui donnera
'expression suivante :

N 3 P 3
’; a—p}_F(X, u, Vu)ax,-x,-u = (—.:EF(X, i, Vu)al-,.u + B—MF(X, U, Vu) =0. (1.3.6)

Nous employons cette identité pour débarrasser le terme de la seconde dérivée dans
(1.3.5). Pour surmonter ce probléme posons

i(s) = %(x(s),zm,p(s))- (13)

Supposons que (1.3.5) est vérifiée et évaluons (1.3.6) en x = x(s). En tenant compte de
(1.3.2) et (1.3.3), ainsi nous obtenons

:Z] a%jl—"(x(s).z(s): p(8)) Ot + %F(x(s),z(s),p(s))p,-(s) + %F(X(S)J(S),p(s)) _o

(1.38)
7
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En substituant (1.3.5) et (1.3.8) dans (1.3.4), il en résulte
: d d . .
pils) = =5 F(x(s),2(s), p(s)) - g—zﬁ(xm,z(a‘)fP(S))P,-(ﬁ) vie{l,....N}. (1.39)
1

Finalement la différentiation de I'identité (1.3.2) implique

du
- _)_: 35, (X(6)
En combinant (1.3.6) et (1.3.3) il vient
A oF
5) = Z; Pj(f)a—m(x(s):z(s),}:'(s))- (1.3.10)

En résumant, de (1.3.9) et (1.3.10) on obtient un systéme d’EDO sous la forme vectoriel

suivante ;
@ p(s) = —ViF(x(s),2(s5), p(s)) — VoF(x(s), z(s), p(s))
(b) z2(s) = V,F(x(s),z(t), p(t)) - p(t) (1.3.11)
(€) x(s) = VpF(x(s),2(s), p(s)).

on

— Remarque. Le systéme d’'EDO défini ci-dessus est composé de 2n + 1 d’EDOs du 1
premier d'une importance remarquable y est compris les équations caractéristiques du
systeme non linéaire EDP du 1* premier ordre (1.2.1).

Définition 1.3.2. Les fonctions p(-) = (p1(:),...pn(")) et x(-) = (x1(-),...2n()) sont
appelées les fonctions caractéristiques.

Alors nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.3.3. Soit u € C2(Q)) une solution du systéme non linéaire du premier ordre (1.2.1)
dans Q). Supposons que x(-) est une solution de (1.3.11) (c), avec p(:) = Vu(x(-)), z(:) =
u(x(-)). Alors p(-) et z(-) sont des solutions respectivement de (a) et (b) du systéme d'EDO
(1.3.11) de sorte que x(-) € ().

Remarque. Les caractéristiques d’EDO sont vraiment remarquables dans le sens o elles forment
un systeme fermé d'équations pour x(-), z(-) = u(x(-)), et p(:) = Vu(x(.)), dés que u est une
solution réguliere de I'EDPs non-linéaire donnée par (1.2.1)

Pour illustrer les résultat du théoréme ci-dessus, nous abordons quelques cas particuliers
du systéme (1.2.1)

1.4 CAS PARTICULIERS

1%  cas : Supposons que F est linéaire c’est-a-dire,
F(x,z,p) = b(x) - p+ c(x)z.
Alors I'équation d’EDPs devient comme suit

b(x) - Vu(x) +c(xju(x) =0, xeQ, (1.4.1)



I.4 CTAS TARTICULIERS

oub(x) = VpFetx(s) = b(x(s)). De plus I'équation (b) du systeme d’EDO (1.3.11) prend
la forme

£(t) = b(x) - p(t) (1.42)

Puisque p(:) = Vu(x(:)), alors (1.4.1) et (1.4.2) nous conduisent au systtme d’EDO
caractéristique suivant :

z(s) = —c(x(s))z(s)- (1.4.3)
— Exemple 1. Considérons le probléme aux limites suivant :

J‘-'la-\'z“ — Xz U =u Six€E)
{ u(x) = g(x) sixeT, (1.4.4)

ott 2 = {x = (r7,x2) € R?: x; > 0, x3 > 0} est un quadrant de R? et ¢ : I' — R est une
fonction réguliére, avec

I={x=(x,%):x >0 =2} cR%

Alors 'EDP (1.4.4) a la méme forme que (1.4.1) pour b = (—x3,x;) et ¢ = —1. Ainsi, le
systéme d’EDO caractéristique donné par (1.4.3) s'écrit par composante comme suit :

%1 (s) = —xa(s)
ia(s) = x1(s) (1.4.5)
2(s) = z(s).

Par conséquent, le systéme ci-dessus se réduit a,

#1(s) = —x1(s)
{ -’QES) = ?-’(5),1 (1.4.6)

Donc, on obtient

x1(s) = x%coss, x2(s) = x¥sins
z(s) = 20 = g(x0)¢*,

onx?>0,0<s< %

//.V\\ (_iroiection of I
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Nous fixons x = (xy,x2) € {1 el nous sélectionnons s = 0 el x0 = 0 de sorte que

(x1,x2) = (x1(8), x2(s)) = (x"cos s, x' sins).
On déduit que x0 = (.1'% - 1%)’3’ et s = arctan ﬁ
D’ou l'on obtient
u(x1,xa) = u(x1(s), x2(s))
= 2(s) = g(x")¢
12
= (e

Remarque. On voit que la solution du probléme aux limites (1.4.4) dépende claire-
ment de la condition aux limites g, c'est-a-dire les valeurs de g sur I,

2¢me Cas : Supposons que F est quasi-linéaire dans le sens ou
F(x,z,p) = b(x,z)  p +c(x,z).
Ainsi, 'EDP obtenue est donnée par :
b(x,u(x)) - Vu(x) +e(x,u(x))u(x) =0, xeQ, (1.4.7)

olt b(x,z) = V,F et x(t) = b(x(f)).
Ainsi I'équation (c) du systéme d'EDO (1.3.11) s'écrit

i(s) = b(x(s),z(s)). (1.4.8)

En tenant compte de (1.4.8) et I'équation (c) de (1.3.11) il vient

x(s) = b(x(s), z(s))- (1.4.9)

Finalement de (1.4.7), (1.4.8) et (1.4.9) on obtient le systéme caractéristique d’EDO sui-

vant :
x(s) = b(x(s),z(s)) -
{ z(s) = —c(x(s),z(s)). (1.4.10)

Remarques. — La résolution du probléme aux limites (1.2.3) entraine la résolution du systéme
d’EDO donné par (1.3.11).

— La fonction p(-) n'apparait pas dans le systéme (1.4.2).

- Exemple 2. La résolution du systéeme d'EDO caractéristique ci-dessus est générale-
ment difficile, ici on travaille sur un probléme aux limites simple donné par :
-
Oy Ut + Oy ti = U six e @] (1.4.11)
u(x) = g(x) six €T,
10
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ot 0 = {x = (x,x2) € RZ:xp >0} et = {x = (x,72) € R®: x, = 0} = a2 Ici
b=(1,1)etc=—2z2
Alors (1.4.10) devient comme suil :

{ x1(s) =1, x(s) =1

2(s) = z2(s).
En intégrant sur [0, {] il vient

{x1(5)w-x”+s, Xy =35
srey o 2 eh)
2(s) = I-s20 7 1-s59(x0)”

oux’ € R, s >0, de sorte que le dénominateur soit différent de zéro.

Fixons un point (x1,x2) € Q et soients > 0 et x7 € R tels que (x3,x2) = (x(s), x2(5)) =
(30 +5,5), cest-a-dire, ¥0 = x; — x3,5 = x. Alors ¥ = x; — x9, § = x5

1l 8’ensuit

XO.
u(m, ) = u(x1<s),xz(s>)=z(s>=%

g —x)
1= x28(x1 — x2)

3%me Cas : Dans le cadre général, on doit intégrer le systéme caractéristique d’'EDO
(1.3.11), §'il est possible.

— Exemple 3. Considérons le probléme aux limites non-linéaire suivant :

O, U(X)0x,u(x) = u(x) six=(x1,%) €
u(x) = x% six=(x,%) €T,

ot O ={x=(x1,x2) € R?:x; >0} et T = {x = (x1,x3) € R?: x; = 0} = 32
Ici F(x,z,p) = p1p2 — 2 et ainsi (1.3.11) prend la forme suivante :

{ p1(s) = pa(s), pa(s) = pa(s)

2(s5) = 2p1(5)pa s), (.4.12)

ol 5 esl paramnetre réel qu'on va le déterminer ultérieurement.
En intégrant ces équations sur [0, t] on obtient :

x(s) = p3(e® — 1), xp(s) = 20+ pi(ef — 1)
z(s) = 20 + pip3(e® — 1)
pi(s) = pie’,  pals) = P3¢,

ot 2 € Ret 2! = (x0)2.

Nous devons déterminer p* = (p¥, p9). Puisque u(x) = x3 sur T, pJ = 9,u(0,x0) = 220,

De plus 'EDP 8,,u(x)dy,u(x) = u(x) elle-méme implique p{pJ = z' = (x°)? et ainsi
11
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b _ x

P 2l K

Par conséquent, les formules précédentes nous donne

xi(s) =220 ~1), xa(s) = H(e5+1)
z(s) = (xp)%e®
pi(s) = $¢,  pas) = 22%".

Fixons un point x = (x),x2) € ) el sélectionnons s et xU tels que

0
X
(x1,%2) = (¥1(8), x2(s)) = (22°(¢ - 1), 5 (€ +1)).
Cette identité implique 20 = 2211, o5 = ;’f};‘%ﬁ et ainsi
u(xy, xa) = u(x1(s), x2(s)) = z(s) = (x%)%*
'g_»:‘f_]_’i" 43(7_)2
16 I

1.5 EXERCICES

Exercice 1. Utilisez la méthode des caractéristiques pour résoudre les problemes aux
limites suivants :

(1) x1095,u(x1, X2) + X205, u(x1, X2) = 2u(x1, ¥2), u(xy,1) = g(x7).

(2) u(xy, x2)0y 1(xy, x2) + Dpu(xy, X2) =1, u(xp,x;) = 1x,.

(3) x10x,u(x1, x2,X3) + 2x205,u (21, X2, ¥3) = 3u(xy, %2, %3), u(xy,x2,0) = g(x1, x2).

(@) V1 =205 u(xy, x5) +du(x1,%2) =0, u(0,x3) = x,.

(5) Oy u(xy, x2) + Oxut(xy, x2) + u(x1,x2) = 1422, y(xy,0) = 0.

Exercice 2. Résoudre le probléme aux limites suivant :

(x2 + u)dy, + 22054 = x1 — ¥y,
u(xq,1) =x + L.

Exercice 3. Résoudre 1'équation 05,1 + 9y, + # = 1 sous les conditions aux limites
suivantes :
u=sinx;, surxz=2x3+x, x>0

Exercice 4, Considérons 'EDP suivante :
X0z U — U0y, U = X7.

(1) Ecrire la représentation paramétrique des courbes caractéristiques.
(2) Résoudre le probléme aux limites suivant :
Xpdy U — Uy, = X
u(s,s) = —2s sis € R,
12
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(3) Est ce que le probléme aux limites suivant est solvable :

X0y U — Uy, 1 = X)
u(s,s) =s sis € R?.

(4) Posons
A . — 2 42 2 cy . ’
Wy =xi+xz+u, wr=xy+x5+u°, w3=x1x34 X0+ Xa1.

Montrer que wy (w; — w3) est constante le long de la courbe caractéristique.

Exercice 5. Résoudre ce qu’on appelle I'équation eikonale suivante :

(a-\'ll”)z + (arz“)z =1 sixe
u(xq,2x3) =1 sur T.

Exercice 6. On considére |'équation différentielle du 1% ordre suivante
X2
Oy, U = Oy, X1 (Eu). (1.5.1)

Montrer que

(1) la solution générale de (1.4.1) est donnée par
u(xy, x2) = x1f (x5 + 23) (1.5.2)

(2) la fonction

x co
I(xq,x2) = i/@ e ¥ 2VIHE cos x1 1t

satisfait I'équation (1.5.2),
(3) l'identité suivante est vérifiée

o o0
/ e VI (o s it = x—?'_/ e VIFHRAGT+2gt, x> 0.
; 0

o2 s
X1+ x5

Exercice 7. Résoudre le probléme aux limites suivant :

dyu+0p,t+u=0 sixe}
U =sinx; surx=x+x, x>0

Exercice 8. Montrer, en utilisant la méthode des caractéristiques que si u = u(x;,x,)
satisfaisant |'équation :

X105, u(x1, X3) + X205, 1(x1, X2) = nu(xy, %), n €N,

Alors

X
M(I],IQ) = xill (_2)1
Xi

on f est une fonction arbitraire.
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Exercice 9. Résoudre le probléme d’évolution suivant :
j o+ udai = —ku? sixeR, t=0,
1 u(x,0) =1 six € R,

ol k est une constante positive. Discuter les caractéristiques.

Exercice 10.
(1) Montrer que la solution générale de 'EDP Oy, 5, (x1, x2) = 0 est

u(xi,x2) = f(x1) + glxa),

ou f et ¢ sont des fonctions arbitraires.

(2) Utiliser le changement de variables ¢ =x+tetv=x—t, pour montrer que
Pu—-R2u=0 ssi dztt = 0,

(3) Utiliser (1) et (2) pour déduire la formule explicite de la solution.

Exercice 11. L'équation x70x,1 + (x2/%; — x1)u = 1 est donnée sous la condition aux
limites #(1,x2) = 0.

(1) Résoudre le probléme pour x; > 0. Calculer u(3,6).

(2) Est ce que la solution est définie pour tout x; > 0?

Exercice 12. On considere 'EDP du 1* ordre suivante :

Ot = 05 (i—ju) (1.5.3)

Montrer que
(1) la solution générale de (1.5.3) est donnée par u(x1, xp) = x1f (x3 + x2),
(2) la fonction

Xy [ :
I(x1;20) = ;T;_/o e~ 2VIFP (o5 (x, 1)t

satisfait I"équation (1.5.3),
(3) l'identité suivante est vérifiée

Ne=] o
/ e VI g v tdt = — 22 / e VHIEg1 x>0,
o Jo

/2 2
X7+ x5

1.6 EQUATIONS DE TRANSPORT

Cette partie est réservée & 1'étude d’une classe d’importance remarquable des équations
aux dérivées partielles du 1% ordre dites équations de transport qui interviennent dans
diverses disciplines comme la mécanique des fluides, la théorie d‘électromagnétisme et
loptique géométrique . . . etc.

*4.



1.6 EQUATIONS DE TRANSPORT

1.6.1  Equations de transport linéaire @ vitesse constante

Les équations de transport linéaires a vitesse constante dans 'espace tout entier RN sont
données par le probleme de Cauchy suivant :

{ duu(t,x) +c- Vu(t,x) =0 si(t,x) € [0, +oo[ xRV (1.6.1)

u(t, X) =0 = Uo(x) six € RN,

ou f et x désignent respectivement la variable du temps et la variable spatiale.
La fonction ug est définie de RN & valeurs dans R et ¢ est un vecteur de RN de compo-
santes strictement positives, c.-a-d. ¢ = (¢;)15j<n avec ¢j > 0 pour tout j € {1,...,N}.

Exemple. On se place dans R et on considére un polluant de densité initiale ug qui
bouge avec une vitesse constante ¢ au cours d'un écoulement d’eau dans une colonne.
Alors la densité du polluant va se transporter par le flot et obéit ]'équation de transport
unidimensionnelle suivante :

Oru(t, x) + coxu(t,x) =0 si(f,x) € [0, +oo[xRN
u(t,x)|1=0 = to(x) six € RN,

Pour résoudre le probléeme de Cauchy (1.6.1), on procéde de la méme maniere que la
section 1, en introduisant la notion d’une courbe caractéristique associée  (1.6.1).
Plus précisément, on a :

Définition 1.6.1. Une courbe x : Ry — RN est appelée caractéristique pour le probléme de
Cauchy (1.6.1) si et seulement si

() =c. (1.6.2)

Un autre concept qui intervient pour la résolution des équations de type (1.6.1) est celui
de la dérivation le long d'une courbe donnée par la définition suivante :

Définition 1.6.2. Soif x une courbe caractéristique associée a (1.6.1). Alors la dérivation le long
de la courbe x pour une fonction réguliere u : Ry x RN — R est exprimée comme suit :

u(t,x(t)) = dpult, x(t)) + casult, x(t)).

Donc d'apres les définitions précédentes la résolution du probléme (1.6.1) est donnée par
la proposition suivante :

Proposition 1.6.3. Soit ug : RN — R une fonction réguliére. Alors la solution du probleme
(1.6.1) est donnée par :

u(t,x) = up(x —ct). (1.6.3)

Démonstration. Soil 1y une fonction réguligre de RY dans R. Alors, en tenant compte
de la définition d"une courbe caractéristique et la dérivée le long d'une courbe données
respectivement par (1.6.1) et (1.6.2), on obtient le systéme d’EDQ suivant :

XE) =
{ u(t,x(t)) =0.
15
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En intégrant les deux équations sur |0, f], il vient

Xp =X =t
u(t,x) = up(x — ct).

D'ot1 (1.6.3) est vérifiée. O

Remarques. (R1) La solution u donnée par I'expression (1.6.3) dépend explicitement de la don-
née initiale uy.

(R2) Les courbes caractéristiques notées par & sont des droites, i.e.,
& = {x—ct:xeR}. (1.6.4)
(R3) La solution u est constante sur I'ensemble des caractéristiques &.

1.6.2  Equations de transport linéaire @ vitesse variable

Les équations de transport linéaires a vitesse variable dans l'espace tout entier RN sont
données par le probléme de Cauchy suivant :

Auu(t,x) +c(t,x) - Vu(t,x) =0 si (t,x) € [0, +oo[xRN GER
U(t, x) =0 = to(x) six € RV, 05
D’une fagon analogue on a le résultat suivant :

Proposition 1.6.4. Soit uy : RN — R une fonclion réguliere. Alors la solution du probleme
(1.6.1) est donnée par :

u(t,x) = ug (x = fo ' c(T,x(T))dT). (1.6.6)

Démonstration. Soil ug : RYN — R une fonction réguliere. Alors le systéme d'EDO carac-
téristique associe a (1.6.6) est donné comme suit :

En intégrant encore une fois sur [0, {] on obtient

]

x(t) —xg = [y c(T,x(1))dv
u(t,x(#)) = u(0,xp).

Ainsi on aura

u(t, x(#)) = uo(‘ /D ' :?(T,x('r))d.'r) (167}

16
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— Exemple 2. On se place dans R et on considere le probléme de Cauchy suivant :

Au(t,x) — txdxu(t,x) = 0 si(t,x) € [0, +oo[x RN
u(t,x)j—g = uo(x) sixe RV,

L'équation de la courbe caractéristique est donnée par :
() = —tx(t)

Ainsi une intégration sur [0, t] nous donne
T t
x(T
/ xr) )d'rz—/ TdT
o x(T) 0

2

Dot il en résulte que

il
x(1) = xpe” 7.
t
// (x’n
et X
{£,0)
|
Comme u(t,x) = up(xp), on aboutit alors a
u(t,x) = up (xeli)
ux, &)
¢
e
P
e
by 4
’
U}'\ ——————— u-.-—:;.f ’7/_-4—-.-.-—--- t
» 4
7 7/
it ’l
g /
- I
e 4
J” j’
- /
f
i
/
|
!
\

(1.6.8)

WY
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1.6.3  Equation de transport quasi-linéaire

Nous commengons par le probléme de Cauchy unidimensionnel suivant :

P ; N
{ it + c(u)dyu =0 si (t,x) € [0, +-00[ xR (1.6.9)

u(t,x)j=0 = up(x) six € RN,

ott ¢ = ¢(u) est une fonction donnée dépendant de u, ici et dans cette section toute
entiére la donnée initiale uy est supposée réguliere. Nous transformons (1.6.9) a la loi de
conservation de base.

Plus précisément, on a :

u+o(H(u)) =0, c(u)=H(u),

ot H £ H(u) désigne le flux et la non-linéarité dans (1.6.9) se produit dans le terme
d’advection (transport) c(u)oxu. L'équation (1.6.9) souvent appelée équation d'onde ciné-
matique, surgit dans le phénomeéne d’ondes non-linéaires lorsque les effets dissipatives
comme la viscosité et diffusion sont négligés.

Pour analyser le probléme de Cauchy (1.6.3) supposons pour le moment qu’il admet une
solution unique pour t > 0. Motivé par I'approche des équations aux dérivées partielles
linéaire du premier ordre, définissons les courbes caractéristiques par 'équation d’'EDO
suivante :

x(t) = clu(t,x(t))). (1.6.10)
Bien sfir, contrairement a la situation des EDPs linéaires, le membre droit de 1'équation
(1.6.10) est inconnu a priori, parce que la solution n'est pas encore déterminée. Donc
nous ne pouvons pas déterminer les caractéristiques d'avance.

Comme u est constante le long des courbes données par (1.6.10), alors le probléme de
Cauchy (1.6.3) s’écrit comme suit :

1(t) = opu + c(u)dxu = dyu + x(t)oxu = 0.

D'autre part, si nous dérivons I'équation (1.6.10) encore une fois par rapport au temps,
on obtient _
X(t) = c(u) = ¢(u)u(t) =0 (1.6.11)

En intégrant I'équation (1.6.11) sur l'intervalle [0, {] et ’on obtient
c(u(t,x)) = cug(xy))-

En tenant compte de l'identité précédente il vient que
-t f
/ x(t)dr = f e(u(T, x(1)))dv
0 0
f
= fo e(uo(xo))dt

= c(ug(xp))t.

Par conséquent,

x(t) = xo + c(up(xo))t
18
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Donc on déduit que les caractéristiques sont des droites.
Enfin, le systéme caractéristique associe a (1.6.3) est donné par :

x(1) = c(u) ,
{ %(1) = 0. (1.6.12)

Donc la solution du systéme (1.6.3) s’écrit comme suit ;

P

(5, 0)

u(t,x) = up(x — c(uo(xop)t).
Ainsi, le théoréme principal s’énonce comme suit :

Théoréme 1.6.5. Soient ¢ et ug deux forictions de classe C' sur R. Supposons que ¢ et ug sont
des fonctions monotones sur R en méme temps. Alors le probléme de Cauchy (1.6.3) admet une
unique solution définie implicitement par les équations paramétriques suivantes :

{ u(t,x) = ug(xq)

x = xg = c(u(xp))t. (1.6.13)

Démonstration. On doit vérifier que l'expression donnée par (1.6.15) est une solution de
(1.6.11). Un calcul classique des dérivées partielles nous donne :

ditk = 1p(xp)dsxa, Ot = tip(xg)axxg. (1.6.14)

En calculant implicitement les dérivées partielles 9,x; et d,xo on aboutit &

—Oixg = C(im()co)lig(xu)a;x[;)f + c(ug(xp))
1- BIXD C‘(MO(XU)!.'lg(XD)axXg) ki

1l

En substituant dans les expressions o;u et d4u, on obtient

qu = - E(I‘U(XD))ﬂQ(XU)
1+ é(up(xn))tto(xo)t
et = tig(xo)

1+ ¢(ua(x0)) 1o (x0)t
19
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Par conséquent,
c(uo(xp))to(xa) c(uo(x0))tto(x0)
1+ ¢(up(xo) )to(xo)t 1+ ¢(up(xo))ttg(xo)t
Pour que la solution soit bien définie il faut et il suffit que
1+ ¢(ug(xo))tio(xo)t # 0.

Mais t et 1 sont positifs, donc on doit supposer que ¢ et 1 sont de méme signes, et alors
14 é(up(xo))tto(xp)t = 0.
Ce qui achéve la démonstration. O

o+ c(u)axu = —

—Exemple. Considérons le probleme de Cauchy (équation de Burger) suivant :
hutudu=0 sixelR, t=0
u(x,0) =0 six<0 (1.6.15)
u(x,0) = e~x  six >0

Dans ce cas les fonctions ¢ et up sont données par :

0 six< 0

e~ six>0. (1.6.16)

c:R =R, x—=c(x) =x, r.rg:lR—HR,xr—H.tD(x):{

11 est facile de vérifier que c et ug sont de classe C! et croissantes en méme temps. Alors,
d’apreés (1.6.15) et la définition de ug, le systéme caractéristique d’"EDO associe 4 (1.6.15)

est donné par :
(f) = c(u(x(t),t)) = u((x(t),#)
C( (x(£), 1)) = u((x(t), )
%) = c(ug(x0)) = uo(xo)
Il en résulte que
c(u(x(t),t)) = up(xg) =0 sixg <0
c(uo(xo)) =R sixg =0
Finalement la solution de I'EDP (1.6.15) s’écrit comme suit

0 ix <0
u(t,x):{ n six <

xp+te » six>=0,

_1
olxpg=x—te .
1,7 EXERCICES

Exercice 1. (La formule de D'Alembert)
(I) On considére le probléme de Cauchy suivant :

{ d5u — c*%u =0 si (x,1) € R x [0,00]

ulf:l’](x) = ‘P(x), aju“:O(X) = IP(X) sixeR, (1.7.1)

oit ¢, sont deux fonctions régulieres (p € C*(R?),p € C'(R?) et ¢ > 0 désigne la
vitesse de 'onde.
20



(1) Montrer que
Ot~ 2% = (du — cdxu) (I + coxi).

(2) Déduire que
S — coxnt = 0,  dyu —codyxu = 0.

(3) Résoudre les équations données par les expressions (1.7.2).

(I1) On considére le changement de variables
X(t,x)=x+ct, Y(t,x)=x—ct

(1) Donner la forme canonique du probléeme (1.7.2).
(2) Montrer que la solution générale du probleme (1.7.2) est donnée par

u(t,x) = f(x+ct) +g(x=ct),

ol f et g sont deux fonctions arbitraires de classe C? sur R2.

1.7 EXERCICES

(1.7.2)

(3) A partir des conditions initiales du probléme (1.7.2), déduire les valeurs des fonc-

tions f et g.
(4) Donner l'expression explicite de la solution u du probléme (1.7.1).
(5) Montrer que si @ et i sont impaires alors u(0,t) = 0.
(6) Montrer que si ¢ et { sont paires alors dxu(0,t) = 0.

Exercice 2. Résoudre le probleme de Cauchy suivant

o4 2tou=0 sixeR, t=0,
u(x,0) =e* six>0.

Exercice 3. Résoudre le probleme de la valeur initiale suivant :

u(x,0) =e* six >0

o —xlou=0 six>0,t>0,
u(0,t) =1 sit >0

Exercice 4. Considérons le probléme de la valeur initiale

o L udxu =0 sixCR, t>0,
u(x,0)=-x sixeR,

(1) Discuter le diagramme des caractéristiques.

(2) Trouver la solution.

Exercice 5. Résoudre I'équation d’advection non locale

o+ ( Jo F(u(g,)dg)dxu =0 si0<x<1,1>0,
u(x,0) = f(x) sil = x < 1

21
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Exercice 6. Soit 1(x, ) une solution du probléme de Cauchy
Aot + cogu +u® =0, u(0,x) = x,
oit ¢ est une constante, f et x désignent respectivement le temps et la variable spatiale.

(1) Résoudre le probléeme.

(2) Supposons qu‘une personne est localisée au point xq a l'instant + = 0, et bouge dans
la direction x—positive avec la vitesse ¢ (c.-a-d. la quantité x — cf est fixée pour lui).
Montrer que si Xp > 0, alors la solution vue par la personne se rapproche vers 0
lorsque t — co.

Exercice 7. Résoudre le probléme d’évolution suivant :

it + udyu = —ku?* sixeR, t>0,
u(x,0) =1 six e R,

ot k est une constante positive.
Discuter les caractéristiques.
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EQUATION DE LAPLACE-POISSON

2.1 INTRODUCTION
Plusieurs phénoménes de la physique mathématique se réduisent aux équations ellip-
tiques du second ordre, avec leurs problémes aux limites.

Dans ce chapitre on va s’occuper de quelques aspects récents de la théorie mathématique
sous-jacente pour un niveau modéré.

2.2 DEFINITIONS ET PROPRIETES

Définition 2.2.1. Soit Q) un domaine (ouvert) non vide de RN avec N € IN. Soit

{aijh<ijen € CQ), {axh<en € CQ), aec C(Q) (2.2.1)
avec
aij(x) =aji(x) €eR, xe€,i,je(l,...,N}. (2.2.2)
Alors I'opérateur P(9),
N 3%u i du
PO & = B 0()g50 () + L5 () +aut),  (23)

du second ordre est appelé elliptique 1l existe une constante E > 0 telle que pour tout x € Q) et
¢ € RN la condition d'ellipticité

N 2

Y. a(x)id; = C|E| (2.2.4)

ij=1
est satisfaite.
Remarque. Dans autres contextes P(9) est appelé opérateur elliptique si la constante C qui
apparait dans l'expression (2.2.4) ne dépend pas de x € Q).

Exemple. L'exemple le plus distingué est

N
AE =Yl (2.25)

ou A est I'opérateur du Laplace. Nous adaptons la convention usuelle pour appeler
simplement que (2.2.5) est un Laplacien.
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Remarque. La remarque suivante sera utile dans la suite,

C=(1./8) €C, & =Rej+ilmé; = g+,

ot q,-,@,- € R, j=1,....N. Alors
N N . N o
Yo ()38 = Y mr(x)Eé = Y ap(x)EiE (2.2.6)
Jik=1 Jk=1 Jk=1
est un réel. Et donc on a
N . N ‘
Yo (@)l = Y aulx)(ej+ig;) ok — i) (2.2.7)
jk=1 k=1

) ax(x)(gjex + CiCk)

jk=1
Cle|?

I

Donc Ia condition d’ellipticité (2.2.4) avec &;  la place de Gj reste la méme.

2.2.1  Problemes typigues

Soient €2 un domaine borné de classe C!, C¥ ou C* et P(3) un opérateur elliptique.

Et soient f et ¢ deux fonctions définies respectivement sur Q) et 90 a valeurs dans R ou
58

Probleme de Dirichlet. Le probléme de Dirichlet consiste a trouver une fonction 1 :
2 = R ou C qui satisfait au probléme aux limites suivant

{ P(o)u(x) = f(x) sixe O (2.2.8)

u(e) = (o) sio € of),

Probléme de Neumann. Le probléeme de Neumann consiste & trouver une fonction
u: Q) — R ou C satisfaisant au probléme aux limites suivant

(2.2.9)

{ P(0)u(x) = f(x) sixe O
;%u(rr) =g@(o) siceadq,

Exercice. Déterminer un domaine () dans lequel |'opérateur suivant :
N 2 .
P(3)u(x1,x2) = —03 u(x1, x2) — x20% u(x1, %2)

est elliptique.
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2.3 SOLUTIONS ELEMENTAIRES ET REPRESENTATION INTEGRALES

Dans cette section nous aborderons en premier lieu la notion de Solutions Elémentaires
pour le Laplacien en exploitant les propriétés des fonctions radiales symétriques et leurs
relations avec le Laplacien.

En deuxiéme lieu, nous donnerons une solution explicite pour I"équation de Poisson dite
Représentation Intégrale de Green.

Définition 2.3.1. Une fonction u : Q0 — R est dite radiale symétrique si est seulement si
(x) = u(r), avec r = |x|.

Proposition 2.3.2. Soit u : Q0 = R une fonction radiale symétrigue vérifiant I'équation du
Laplace, c’est -a-dire
Au(x) = 0.

Alors I'assertion suivante est satisfaite

ii(r) + =

u(r) = 0. (2.3.1)

Démonstration. Comme u est radiale symétrique, alors un calcul classique de la dérivée
d’une fonction composée nous donne

0 ar

‘a?j“(x) = s—u(r)

et

P w xf F 1 x]?
a—x%(x)—u(r)r—z-i-u(r)(;—;i

En sommant sur I'indice j, nous obtenons

ii(r) + : _? N

u(r) = 0.

Exercice. Montrer que les solutions de (2.3.1) sont données comme suit :

oir+cp siN=1
u(r) =< eglnr+c; siN=2
1" N4 siN =3
A ce stade, nous allons introduire les solutions élémentaires du Laplacien A

Définition 2.3.3. Soient () un domaine borné de RN, avec N > 2 et ® € C2(Q)) vér tfiant
A®(x) =0, x € Q. Alors pour tout y € ()

—5lx = y| + (x) siN=1
Ey(x) = — =[x = y| + D(x) siN=2 (2.3.2)

= (E""Nl)mlx y|+®(x) siN =3

sont appelées les solutions élémentaires ou fondamentales du Laplacien A.
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Remarques 2.3.4. (R1) La quantité |wy| désignant la mesure de la sphéve unité
Sn-1={x=(x1,...,xn) € RN : 53 - x%\, =1}

est donnée par I'expression suivante :

jwnl =

ot I est la fonction Gamma définie pour tout x > 0 par
00
I'(x) = / e~ ldt
0

Comme cas particulier, |wa| = 27 et |ws| = 47

(R2) Suivant les considérations ci-dessus on a ;
AEy(x) = 0 dans O\ {y}.

(R3) Les solutions élémentaires définies ci-dessus vérifient la relation suivante :

au sens des distributions avec &y représente la masse de Dirac en y.

La solution de I'équation de Poisson Au(x) = f(x) est donnée par I'expression intégrale
suivante.

Théoréme 2.3.5 (Formule de représentation intégrale de Green). Soient N = 2 et Q) un
domaine borné de classe C' dans RN,
Pour u € C*(Q)) vérifiant Au(x) = f(x), x € Q. Alorsona :

uly) = |

J d no_ / d Y, A
- (Ey(:x )gu(x) u(x)ﬁEy(.x) do(x) _/nu(x)Ey(x)dx, (2.3.3)
oit x' = (x7,...,x)) € RN et do(x') désigne la mesure surfacique sur 30

Démonstration. On procede par étapes.

Etape 1. Nous appliquons la formule intégrale de Green (2.7.3) pour @ et u on obtient

iy ==z I a ! —_ ! a 7 !
ﬁ #(x)AD(x)dx - fn D (x) Au(x)dx = L . ((IJ(x )5 u(X) = u(x) == ®(X) ) do(x).
(2.3.4)
Mais AP(x) = 0 sur (), alors l'identité précédente devient comme suit :

/n @(x) Au(x)dx = /m (dl(x');ﬂ;(x’) - u(x');—vq:(x'))aa(x'}.

v

Donc il suffit de démontrer (2.3.3) pour @ = 0. De plus on peut supposer que y = 0 € Q.
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Etape 2. Soilt N = 3, alors vu que ¢ = 0 et y = 0 la solution élémentaire (2.3.3) s'écrit

comme suit : 1

= N =D 239

Pour ¢ = 0, on note par B(0,¢) la boule centrée & I'origine et de rayon ¢ dans Q).
Nous appliquons encore une fois la formule de Green (2.7.3) pour u a la place de ¢ et E
4 la place de f pour le domaine Q\B(0,¢) qui est de classe C! on aboutit a

Jrrmmax = [ (u60)FR00u(x) - B0 o) 236)
¢ 08By i / i ou, , ;
- ./EJB(U,f) (u(x )W{x Ju(x') — Eo(x )E(X )) do(x').

D'autre part, en vertu du fait que B(RV) 3 Q — [ dx est une mesure positive, ol
B(IRYN) désigne la tribu de Borel il vient

./n u(x)Ep(x)dx = ./n\B(O,u) u(x)Eq(x)dx + ./B(o,r) u(x)Ep(x)dx.
Or, le théoréme de convergence de Lebesgue nous fournit

< Ce?,

\ -/E;(o,g) u(x) Ep(x)dx

de sorte que le membre gauche de (2.3.6) tend vers le dernier terme de l'identité (2.3.3).
Donc l'identité (2.3.6) prend la forme,

s _/Q\B([},a) M(X)ED(X)dX = ./E)I.D (L((x")%(xf)u(xr) _ Eo?%('“)ﬁ(x!))da‘(x') (2.3.7)

v
- AB(U,E) (u(x')%%(”f)”(xr) = Eu(xl)%(x’)) de(x').

En comparant la formule (2.3.7) avec (2.3.3), il nous reste & démontrer que

: ' E”illJ ! AT, ¢ E / N =
t!1_1-’16 AB(O,;) (u(x ) 5 (x"Yu(x") = Eg(x )ay(x ))dcr(x ) = u(0).
Pour cette raison, de (2.3.5) il s’ensuit
' n9Eo, ' / 1 o, /
/E)B(n,e) u(x') = (xXNu(xde(x')| < N =2)|an]eN=2 /Ix‘l=t‘ E(x )do(x') (2.3.8)
= C

PP - ' d /
= 2)an] Syt )
= Ce—0, €l0,

ot, on a utilisé le fait que 3% est continue sur le compact x| = & De plus, un calcul

classique des dérivées partielles nous donne

dEp
v

1 o
wn[[x[N=1 0 Jawy]eN=17

(x') = x' € 3B(0,¢).
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Pour le dernier terme, on a
' 9Ep 1 :
(kD L / — 4 '
./aﬂ(u,p) wix) v (x)da(x’) [wy[eN =) -/IX =t u(0)de(x’)
i g p ;
J, (40) = (@),

1
= u(0)+ ———
(©) |earpy |eN =1
Puisque u est continue, alors la valeur absolue du dernier terme est bornée par :

1 .
=7 sup [u(x) ~u(O)]| [ do(x)| = sup [u(x) ~u(0)] — 0, e40. (2:39)
ICLJNIEN 1 x'|=¢ J|x!|=¢ x!|=¢
En combinant (2.3.8) et (2.3.9), on obtient exactement la formule intégrale (2.3.3) O

Remarque. 5i Q) = RN, alors la fonction u en y est donnée par un produit de convolution entre
Ey et et le terme source f, c'est a dire

u(y) = (Ey» ) = [, Ey(x)f(x)dx

Pour plus de détails veuillez consulter le livre de H, Brezis (3],

2.4 FONCTION DE GREEN

Les problemes aux limites de type (2.2.8) et (2.2.9) sont I'épine dorsale de la théorie des
€quations aux dérivées partielles du second ordre. La représentation intégrale donnée par
le théoréme (2.3.5) donne une premiére impression de la solution de Au = f dans 0
et le comportement de u le long de la frontiere déterminée 902, Cependant, comparée
avec (2.2.8), (2.2.9) oit P(9) = —A, il semble étre souhaitable de simplifier la premiére
mtégra]e du membre droit de la formule (2.3.3), i.e., pour avoir seulement le terme avec

(x') sur 30, ou seulement le terme avec g’i‘- sur 0() dans (2.3.3). Dans le cas du probleme
de Dirichlet (2,2.8) il faut éliminer le premier terme dans I’ mtégrale le long de o() dans
(2 3.3)- En choisissant & dans la définition 2.3.3 dans le sens qu'on a Ey(x') = 0 pour
x' € 90

L'idée est d'introduire pour y fixé la fonction correcteur ¢y, solution du probleme aux

limites suivant :
Agy(x) =0 sixe ()
{ oy(x) = Ey(x) six € o0, 242
Ainsi la formule intégrale de Green (2.7.3) pour u et ¢y nous fournit

- frtomuea = [ (46200 =400 o) @aa)

/)n (“( )aaq?( ) - Ey(x')%(f))dn(x').

A ce stade, nous allons introduire la notion de la fonction de Green.
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2.4 FONCTION DE GREEN

Définition 2.4.1. Soient () un domaine de classe C' dans RN, N = 2 et y € Q). La fonction de
Green pour le domaine € est définie par G: Q x Q0 = R, (x,y) = G(x,y) et

G(x,y) = Ey(x) = ¢py(x), x#y. (2.4-3)
Remarques. (R1) On voit que G est une fonction @ 2N variables.

(R2) En adoptant cette terminologie et en mettant ensemble I'expression de u et I'identité (2.4.2),
on obtient

La fonction de Green est caractérisée par la propriété de symétrie suivante :
Théoréme 2.4.2. Pour tout (x,y) € AxQ, x # yona
G(x,y) = G(y,x). (2.4.4)

Démonstration. Soit x,y € () fixés. Posons v(y) = G(xq,y), w(y) = G(y,xq),y € O
Alors Av(y) = 0si(xg #y), Aw(y) = 0si(xg # y) et v = w = 0 sur I
Ainsi , la formule de Green pour le domaine borné 0\ [B(xg, €) U B(x, €)] nous donne

" aU i aw av ;
./aﬂ(xu.z‘) [ﬁ ov U] do(x ) /35{30'[) [Wu - ﬁw] do(x’), (2.4.5)

ou v est le vecteur normal sortant par rapport a dB(xg, ) UdB(x,€).
D'autre part;

l dw ow
l/aﬂ(xu,c) v o(x) |< a:(lif,’e) |v] S o(x) (2.4.6)

O
EXEMPLES. Dans les exemples ci-dessous, nous allons construire la fonction de Green

pour deux domaines qui ont une simple géometrie. Nous commengons par le demi plan
RY puis la boul é B(0,1
g o e unité B(0,1).

o Fonction de Green du demi-espace RY. Rappelons que
RY = {x=(x,xny) e RN : xy > 0}.
On va résoudre le probléme (2.2.8) pour le demi-espace RY, en posant
Py(x) = Ey(x)
= E(x1 =yl XN-1 = YNo1 XN +UR)

Lidée est que la fonction correcteur ¢ est construite a partir de E, par réflexion de
singularité de y a y* ¢ RY. Alors on peut vérifier aisément que gb une solution du
probleme aux limites suivants :

Agy(x) =0 Six € ]RR’
¢(x') = Ey(x') six’ € dRY
Ensuite nous avons la définition suivante :
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Définition z.4.3. Soit v = (y',yy) € RY. Alors son point de réflexion dans le demi-espace
ORY est défini par ;

y' = —un)
Définition 2.4.4. La fonction de Green pour le demi-espace RY est définie par :

Gxy) = Ey(x) — Ey (x), xye RY; x # V.

Exemple. Considérons le probleéme aux limites dans le demi-espace ]Rﬂ‘_’ ;

Au(x) =0 dans RY
u(x') = ¢p(x') sur IRY

On sait que

oRY = {x= (x,xy) € RN : xy =0} (z.4.7)
et le vecteur normale est défini par v = (0,...,0, = 1), voir 'appendice (2.6.3) . Donc
oG oC
Ty = -5 \A - .8
5, (%) S (xy) (2.4.8)
B oEy

aEy*
9xN (X) + m(x)
1 ( XN—YN _ XNtYN )
lwn [\[x=y IV [JIx=y]|N

Par conséquent, si x € 9RY
aG —2YN 1
Y Tan [ Tx =y T

(On prend en considération le fait que || x =y ||=|| x=y* ||)
En remplagant cette expression dans (2.3.3), on déduit que

2y [ ¢(o) ; N
u(y) = T | Jomtt Tx—x ”Ndo'{x ), x € RY. (2.4.9)

est une solution du probléme (2.4.7).
Définition 2.4.5 (Noyau de Poisson). La fonction a deux variables définie par :

_ 2xy 1
| wn || 2=y IV

K(x,y) x,y € RY (2.4.10)

est dite noyau de Poisson.
D’aprés ce qui précéde on a le résultat suivant :

Théoréme 2.4.6 (La formule de Poisson). Supposons que ¢ € C(]RN—l) AL®(RN-1) et
déffinissons u par (2.4.9). Alors on a
(1) u € C°(RY) NL=(RY).
(2) Au(x) = 0dans RY.
i Th o Y /= 3N
(3) limy o vepny ulx) = ¢(x') pour tout x' € IRY.

30



2.4 FONCTION DE GREEN
2.4.1 Fonction de Green pour ln boule unité B(0,1)

Définition z.4.7. Soit y € RN\{0}, le vecteur

" y
¥ =
Iy I

est dit point dual (ou poinl de réflexion) de y par rapport @ dB(0,1).

Remarque. Siy € B(0,1),y # 0, alors | y* ||= 1 et donc y* ¢ B(0,1).

Poury € B(0,1) fixé, rappelons qu'il fallait obtenir la fonction correcteur ¢y, solution du
probleme aux limites

Agy(x) =0 six € B(0,1)
{ py = Ey six' € 9B(0,1) gt
Or, la fonction de Green est définie par :

G(xy) = Ey(x) — ¢y(x).

L'idée consiste & inverser la singularité de x € B(0,1) a y* & B(0,1). Supposons pour le
moment que N = 3. On sait que

x — Ey(x)
vérifiant AEy(x) = 0 si x # y. Ainsi la fonction

x| x 27N Ey(x)

I'est aussi. Donc ¢y (x)¢(|| y || (x —y*)) vérifie Agy(x) = 0.
De plus, si x € 9B(0,1) et x # 0 alors

Iy Blx=y I = Iyt (IxP -T2+ o) (42
= [ylP-2<xy> +1
= =[x-y|?.
Dol
(Ul x—y* 12N = x—y [N (24.13)

Par conséquent
®y(x) = Ey(x), x€0B(0,1).
D'otiona:

Définition 2.4.8. La fonction de Green pour la boule unité est définie par
G(xv,y) = Ey(x) —Ex:(ly | x), xy€B(0,1), x#y. (2.4.14)
31



EQUATION DE LAPLACE-T'OISS0N

Application. Considérons le probleme aux limites suivant :

Au(x)=0 six € B(0,1) (5.
u(y) = ¢(y) siy<aB(0,1). 4G
Par le théoréme de représentation intégrale de Green on a :
: dG
n(x) = ./imun Py )au (x,y)deo(y). (2.4.16)
Or
oG _ BEY y
a_m(fo) = 7={x) (|| y |l x) (2.4.17)
%(x) = 1 M&fl
dxi lwn | [x=y IV
1 oyi—xlyl? .
si x € 9B(0,1),
fon Tx—y N OD
en conséquence
dG G
E(er) = i=);,N I;'-a;(xf y) (2.4.18)
1 lyl2-1
lwn [l x=y |2
Enfin 92 iy
1-ly / ¢ly
u(x) = ——— do(y). (2.4.1
)= Tan 1 Json Tx-y P70 419)

2.5 EXERCICES
Exercice 1. Montrer le théoréme 2.3.5 pour les solutions élémentaires Ey dans R?.

Exercice 2. Soit N = 2,R > 0 et 0 = B(0,R) la boule centrée a l'origine est de rayon
R=>0.

(1) Justifier le Figure pour le point de réflexion y = Y*n'];—'ﬁ'{ de y € O\{0}.
(2) Soienty € Qety* — yﬁgﬁ, pour y # 0. Montrer que

1 | Infx=yll- ln]x—y||+l.nn—[ siy #0,
Glxy) = 2m { In||x|| —InR, si y=0,

est la fonction de Green dans le cercle ().

Exercice 3. Utiliser le calcul classique des dérivées pour construire une solution expli-
cite du probléme aux limites suivant :

—u"(x) = f(x), x€]0, 1], u(0)=a u(l)=24p
pour deux cas différent :
e 0 = ﬁ = O,
o, B#£0.

32



2.6 APPENDICE

Exercice 4. Supposons que i est une solution de 1'équation de la chaleur

i — A =0 dans RN x]0,e0|. (2.5.1)
(1) Montrer que 1,(x,t) = u(Ax, A%t) est une solution de I'équation (2.5.1) pour tout
AeR
(2) Utiliser (1) pour montrer que v(x,t) = x- Vu(x,t) 4+ 2td;u(x, t) est encore solution
de (2.5.1).

Exercice 5. Supposons que N = 1 et u(x,t) = u(#)

(1) Montrer que
it = aizu

si et seulement si
4zv"(z) + (24 2)v'(z) =0, z>0. (2.5.2)

(2) Montrer que la solution générale de (2.5.2) est donnée par :

'z
v(z) = c/ e~5/4s~1/24g,
0

(3) Différentier U(%) par rapport a x et sélectionner proprement la constante ¢, afin
d’obtenir la solution fondamentale E pour N = 1.

2.6 APPENDICE

Dans cette section, nous allons rappeler quelques définitions concernant la géométrie
d'un domaine (), autrement dit la régularité du bord ou la [ronliere nolée par 002 exigée
pour donner un sens aux formules d'intégrales déja évoqués dans la section précédente.

2.6.1 Régularité des domaines.

Définition 2.6.1. (i) Soient N € IN, N = 2 et k € IN. Un domaine special €} de RN est dit
de classe de classe C* ou parfois de régularité C* si et seulement si pour tout xg € 3, ils
existent r = r(xq) et une fonction v de classe C* telles que v : RN=1 — R satisfaisant

QN B(xp,t) = {x € B(xo,7) : xn > 7(x")}. (2.6.1)

1) Soient e N, = 2et ke IN.Si () est de classe our tout k € IN, alors on dit gue
(ii) Soient N € N, N k € IN. §i O est de classe C* p ke N,al dit g
Q) est de classe CT,

(iii) Si N = 1, alors un domaine de classe C" est tout simplement un intervalle ouvert borné.
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— EXEMILES.
(1) L'exemple prototype d'un domaine borné de classe C* est la boule ouverte, comme

exemple la boule unité B(0, 1), alors sa frontiére est la sphére unité, c’est a dire

9B(0,1) =Sn-1 = {x= (x1,...,2n) € RN : 2% + ... 4+ x2 = 1}.

(2) Le deuxigme exemple est le demi-espace RY, on a
ORY = {x = (xy,...,x5) € RN : xy = 0}.
On voit clairement que sa frontiére est la droite horizontale xy = 0.

Le vecteur normal joue un role d'importance remarquable dans les orientations des sur-
faces, en particulier la frontiere (hypersurface) des domaines de régularité appropriée. A
ce propos, nous avons la définition suivante :

Définition 2.6.2. Soit O un domaine borné de classe C'. La vecteur normale unitaire sortant
vers l'extérieur associe @ 0C) est défini par

(B P+ w10 O 47(¥), -1)
1+ Tt e ()

v(x') = (2.6.2)

oit la fonction 7y est donnée par la définition 2.6.1.

Pour illustrer les définitions ci dessus, nous essayons d'aborder quelques exemples des
domaines réguliers pour calculer d'une fagon explicite le vecteur normal unitaire.

(1) Le vecteur normal unitaire pour le demi-espace RY. Rappelons que le demi-
espace RY est défini par

RY = {x=(x1,...,%xn): xn > 0}

On sait que
B]R$= {x= (x‘l,--.,l'N) E]RN:xN=O}
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Alors la fonction 7y dans ce cas est définie comme suit :
iy =7(x)=0, Y (¥)=0etdyy(x)=0 j={1,...,N-1}.
Ainsi le vecteur normal associe a F)]R‘_}! prend la forme

v(x') = (0,...,0,~1). (2.6.3)

(2) Le vecteur normal pour la boule unité B(0,1). Rappelons que
B0, 1) = {x=(xy,:: ;2n) € RN 1 a¥ 4. .o +0d < 1}

ainsi
0B(0,1) = {x = (x1,...,xn) ERVN : 2 4 . . 4+ x} =1}

La fonction 7y, ainsi définie sur RN 4 valeurs dans R par :

XN :7(;\(’) =1]1= \/x]z—l-,..—i—x%,_l.
Un calcul directe des dérivées partielles nous donne :
&)

’
2 2
\/x1+...-|-xN_]

3 v(x') = — § & fles o5 = 1.

Par conséquent,

Enfin

ST N T T
U(X) = —(m,..., Hx',“ ; 1) (264)

2.7 LES FORMULES INTEGRALES

Dans cette section, nous allons présenter quelques formules intégrales suivant Green
pour pouvoir résoudre le probléeme de Laplace ou Poisson sous des conditions de (2.2.8)
ou (2.2.9). Pour cette raison, soit ) un domaine borné de classe C’

Définition 2.7.1. Soient () un domaine borné de classe C* dans RN et f une fonction dans
C(0). Alors la dérivée normale en X' € 30

af / e # /
5 () = Lo/ (o (), (7.1
L

oit do(x') est la mesure surfacigue sur 9.
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Théoréme z.7.2 (Formule de Gauss). Soient N = 2,Q) un domaine borné de classe c! e

fec (). Alors

Cdf S / / ,
/. 5{:}-_(x)dr= [ Faw)del), =101,

Remarque. D’habitude le résultat précédent est formulé pour des domaines plus généraux, appe-
lés domaines normaux ou domaimes standard. Pour une plus de détails, veuillez consultez le livre
de H. Triebel [8].

Comme conséquence directe du théoréme précédent nous avons le résultat suivant :

Définition 2,7.3 (Formule de Green). Soient N = 2,0} un domaine borné de classe C* dans
RN et f € C}(Q).
(i) Soit g € C(Q)). Alors
[ starx =~ [ Vg(x)- Ve + [20g) L (o) aya)
D‘ 0 s a'?

(i) Soit g € C2(Q2). Alors

J8@arx [ 8 (s = [ ()W) - %(x’)f(x’))dﬂ(vz’)- |
2.7.3
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