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SERIE I OPTION : EDPA

EXERCICE 1.— [La mesure de la sphere unité]
(1) Prouver que [pn e Py = 1.
(2) Définissons la fonction Gamma par I'(s) = [; e 1~ 'dt. Montrer que la mesure surfacique de la sphére unité

. e B o
est donnée par wy = v et déduire que la mesure de la boule unité est .

EXERCICE 2.— [Stabilité de H*(R") pour la multiplication] Nous allons montrer que I’espace de Sobolev H*(RY)
est stable par la multiplication des fonctions de . (RY), ¢’est-a-dire pour ¢ € .%(R"), I'application Ay : H*(RY) —
H*(RN) est linéaire continue. Pour ce faire,

(1) En utilisant I’inégalité triangulaire, prouver 1’inégalité suivante :
VseR:  (1+[EP) <2(1+ ) (1+1E-nP)".
(2) Prouver que pour tout u,v € H*(R"), on a
(&) = [ E—mim)an.
(3) En appuyant sur (1) et (2), prouver qu’il existe une constante C; > 0 telle que pour tout u € H*(RY)
[ Agull sy < Collull sy -
EXERCICE 3.— [Caractérisation des espaces de Sobolev fractionnaires] Soient s €]0,1[ et u € H(R").

(1) Montrer que u € L? (RV).

loc

(2) Montrer que la norme de H(RV) est équivalente 2

o[ |uty) —u@)P
’”HHS(RN) = /RZN [y[VF2s dxdy.

EXERCICE 4.— [Résolution de I’équation de la chaleur avec un terme d’amortissement] Le probleme de Cauchy
pour I’équation de la chaleur avec un terme d’amortissement est donné par le systéme suivant :

%—KAM—FM:O Si[ZO,XERN7
u(x,0) = uo(x) six € RV,

ou k > 0 représente le parametre de conductivité de la chaleur.

(P-O)

(1) Supposons que ug € .#(RY). En appliquant la transformation de Fourier partielle au probleéme de Cauchy (P-C),
prouver que

0(E,1) = fip(E)e e M1,
(2) Montrer que si uy € H*(RY) alors
() ||z vy < [uto | s vy -

(3) En appliquant I’inégalité de Young,
(3.1) Prouver que [|u(?)|| j=@rny < e ||uo]| = (mry pour ¢ > 0.
(3.2) En déduire que lim; ;oo [[4()|| = (mr) = O.

(4) Supposons maintenant que uy € L>(RV).
(4.1) Montrer que 1’énergie associe au systeme (P-C) est donnée par

t t
E() :/ ]u(x,t)|2dx+21</ / Vulx, T)\zdxd7+/ / lu(x,1)dxdr.
RN Jo Jrv 0 JRV
(4.2) Déduire que E(t) = E(0). Que peut-on dire ?
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EXERCICE 2.— Nous allons montrer que 1’espace de Sobolev H*(IRV) est stable par la multiplication des fonctions
de .7 (RN), c’est-a-dire pour ¢ € .7 (RN), I’application Ay : H*(RY) — H*(RN) est linéaire continue. Pour ce faire, '

(I.1) En utilisant I’'inégalité triangulaire, prouver I’inégalité suivante :
VseR: (1+[EP) <2 (1+ P (1+]1E—nP)".
Soit £, € RN, alors pour tout s €R on a
(I+EPy =0+ —n+nP)y < (1+(E-nl+MD?)’
26 (14 1& = nP)Inl>
2P 1+ (18 =n ) (1 +n ).

IN A

(I.2) Prouver que pour tout u,v € H® (RN ), ona
(&) = [ a(E—miman.

Soit u,v € .Z(RN) et ensuite on procéde par densité de ./ (RY) dans H*(RN). Vu que F et F~! sont des
isomorphismes de . (RN) dans lui méme, on écrit

wv(x) = .F Haxv)(x),

il s’ensuit directement que
() = i(E) = [ (& —m)(mdn.

(I.3) En appuyant sur (1) et (2), prouver qu’il existe une constante Cs > 0 telle que pour tout u € H*(RY)
[ Agutll s mvy < Csllull grs mvy-

Par définition on a :
Aol = [, (1+ 1R Rpu(E)Pds
= [+ IEPyIguce)Pae.

Donc (1) et (2) nous permet d’écrire
gl < [ (1+IERYIAGu(E)dE
_ nlsl _
= [ (g -nPy(+ Py

< 2 [ (+dg-nP)ya+in >S(ANr¢<n>|\ﬁ<é—n>\dn) 3

Or; le théoreme de Fubini implique
Mgl < 2 [ (1 (g =P +nPy ([ BIIaE - mdn) ag.
~ s 2
= 24 [ (L a+mPAHBmII(+(E —nP)iaE —mldn) dé.

En utilisant I’inégalité de Young pour le produit de convolution, on obtient

[Agull s mry < 251+ )2 @ &) [l s vy -

u(& — ndn\dé

1. L’espace H*(RM) est défini comme étant I’ensemble u € L?(RV) tel que

ey = [, 1+ 16P71@)PaE) " < oo



EXERCICE 5.— [Caractérisation des espaces de Sobolev fractionnaires] Soient s €]0, 1] et u € H(R").

(1) Montrer que u € L? (RN). Pour montrer que u € L _(RN), on procéde par décomposition en fréquence c’est-

a-dire

loc loc

u= 9_1(13(071)1/4\) +¢g€_1(13c(071)ﬁ).

(2) Montrer que la norme de H(RY) est équivalente a

~ _ 2
= [ D
R2N

’L‘HHS(]RN) |y|N+2s

D’apres la question (1), on peut appliquer le théoreme de Fubini pour écrire

uGx+y) —u@)® 1 2
/Rm |y|V+2s dxdy = /RN [y[V+2s (/RN ju(x+y) —u(x)] dx>dy

Par I’identité de Plancherel-Parseval, on écrit
[ e y) —ut)Pdr= [ | Fu(E+3) - Fu(@)Pdé.
RV RN
Or, le fait que .Zu(& +y) = e** (&) nous donne

[ ey —uoPdx= [ e —17/E) Pag
D’autre part, en utilisant la formule d’Euler pour les nombres complexes pour obtenir
Vs — = (cos(x&)—1)"+sin(x
ivE 1 2 1 2

X
5

= 2—2cos(x§) = 4sin” (

On combine les deux estimations précédantes, on obtient

ux+3) —u()P sin’ (412)
LR ey = 4 [ m@r( [, A av)ae
; i (41 cosr
= f ([ R gy

ou, o est I’angle entre y et £. Par passage au coordonnées polaires dans RY, en posant z = rw, avec w € Sy_1 (|w| = 1)
etdy=r""'do(a), on arrive 2

/RzN| (x4|-y)|71)v+zs dudy = 4/ /SN l/ sm |)I|l\i\scosa) rdc(a))dé.

En effectuant le changement de variable 1r|&|cos o = 1, alors r = ZW etdr= ma’n. Par conséquent

uCety) —u@P £\ Py s s 2 = sin’ (5[]|¢ |cos )
/RZN S dudy = 4/RNyu(§)\z |§y/S cos ada(a)/ o dnd

N-1 0
= ac, [ fe)Pde.

ol Cy est une constante finie dépend seulement de s et donnée par Cy = 272 Jsu, cos¥ ado(a) [y :1“11 H’Z dn. Finale-
ment, on déduit que

u(x+y) —u(x)]?
”“Hm vy = Il 22 +C/ D dxdy.

Exercice 3. Le probleme de Cauchy pour I’équation de la chaleur avec un terme d’amortissement est donné par le
systéme suivant :

ot
u(x,0) = up(x) six e RN,

ou k > 0 représente le parametre de conductivité de la chaleur.

Jdu . N
{ —KAu+u=0 sit>0,xeR", (P-C)



(1) Supposons que ug € .%(RY). En appliquant la transformation de Fourier partielle au probléme de Cauchy (P-C),
prouver que

a(E,1) = (& )e e ML,

En appliquant la transformation de Fourier aux deux équations du probleme de Cauchy (P-C), on obtient

a [ du : N
{J(a KAu—I—u) 0 sit>0,&eRY, (P-C)

T (u(§,0)) = F(uo(§)) si&€RY,
Pour le premier terme, on a

9(3’:) &) = /RN eixég?(x,t)dx

= /szaaz( —ix (x,t))dx

d : d
— —_ _IX(: — 7
5 /sze u(x,t)dx d[u(i,t),

ou, on a utilisé le théoreme de différentiation sous-signe intégrale de Lebesgue.

Pour le deuxieme terme, en utilisant les propriétés élementaires de la transformation de Fourier, il vient que

F (kAu(§,1)) = —x|&"u(&,1)

Mettre ensemble les deux estimations précédantes, donc le probleme de Cauchy (P-C) en Fourier devient une
équation différentielle ordinaire

a”—i—K!é\zu—i—u—O sit>0,&E €RY,
(5 0) =up(&) si £ € RN, (P-C-F)

K|EP)u=0 sit>0,&E €RN,
(&) si £ € RN, (P-C-F)

Yz

)

+(1+
Ceciquivalent Y
K { (£.0)=

<

On commence a résoudre I’EDO '7 + (1 +«|&)it = 0, en multipluant les deux cotés par K8 - apres un

calcul élémentaire, on obtient <% ( HK’ “5‘ Ju(é, t)) = 0. Un simple intégrale en temps sur [0,t] nous fournit la solution
i(§,1) = e~ HRIEFuy (&),
(2) Montrer que si ug € H*(RY) alors
[Jue) | s rvy < lloll s -

Soit uy € H*(RN), alors d’aprés (1) on a
[ IEPy e o (NER (14 £ (E)PE, e (PR <
R

s
[ (18R (8P < 4o

IN

Ce qui donne I’inégalité souhaitée.
(3) En appliquant I'inégalité de Young,
(3.1) Prouver que ||u(t)||=mn) < e”"[|uo || = (mry pour t > 0. D’apreés (1), on a u(§,t) = e~ KSR 140 (), done
i&.n = F(F e D) wu(§))
_ e—ty(j_l(e_m\élz*uo(g))
R Z Pl *uo(i))

: 1kt il . .
Le fait que F ' (e 151" = e PI/4%t o F est un isomorphisme nous donne

1
(4mxct)N/2

t

u(x’t) =e \/RN e*|xfy\2/4ktu0(x)dx

(3.2) En déduire que lim;—, ;o ||u(t)|| f=@y) = 0.
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En appliquant l’inégalité de Young %—{— é —

—t__ 1 —|x*/Axt .
(4m<z)~/2€ dx||ug||L~Sachant que (

= 1 pour q = r = oo, il vient que pour t> Ol|u(t)||j=@y) <

e e WIP/4%t g — 1, il en résulte que pourt >0

()] L=y < € fluol| =
Par passage a la limite, on trouve
‘|

< Ii o < I - w0 =
0< tim at) |-y < lim e o= O

D’ou linégalité désirée.
(4) Supposons maintenant que uy € L>(RV).
(4.1) Montrer que I’énergie associe au systeme (P-C) est donnée par

t t
E(r) = / (e, 1)l + 2k / / Vu(x, 7) Pdxd + / / lu(x,1)dxdr.
RN 0 JRN 0 JRN

Pour ce faire, en mulptipliant la premiére équation de (P-C) par u et on intégre sur RN, on trouve

d
/]RN (a—b;(x,t))u(x,t)dx— K/RN(Au(x,t))u(x,t)dx—ﬁ—/RN u?(x,1)dx =0
On traite chaque terme séparément. Pour le premier terme, on a
du 1 a ,
/RN (E(x,t))u(x,t)dx = 3 Jov 3" (x,1)dx
_1d 2 _1d 2
= EE/RNM (x,t)dx—EEHM(I‘)HLz(RN).

Concernant le deuxiéme terme, en utilisant la formuke de Green (Intégration par parties dans RY ), il s en-
suit que

—K/RN(Au(x,t))u(x,t)dx _ K'/RN Ve, )Pl = K[| Vau(0) B2 g
En combinant les estimations précédentes pour avoir
1d
2dt
Posons &(t) = %%Hu(r)”iz(RN) + KHVu(t)HiQ(RN) + Hu(t)||%2(RN)2 Pour déduire [’énergie, on integre sur

a2y + V() 2y + 02y = O

Uintervalle [0,t] pour obtenir

! t
E(0) = ()] gy + 2 | V(DB + [ 101 qa? = ooz

(4.2) Déduire que E(t) = E(0). Que peut-on dire ? Pour déduire voir la derniére identité. Dans ce cas, on dit
que ’énergie est conservée.



