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Solution TD2 : Interpolation polynomiale

Exercice -1

La table des différences divisées des quatre points :

x|y
2“,; aQ,
@ a
<=0l g
3o >0>3
-1 |0

L’"equation de la droite passant par (2, 1) et (5, 4)prend la forme :

[21] ()]
Pl':_‘l._l = +JT]|.'|.'— .'l'ul = +2({x—0)
+azlx — xp}{x — x7) +16(x—0)({x—1)

= | Py(x) = 16x* — 1—1_1'|

L’équation de la parabole passant par (2, 1), (5, 4) et (3, 0) prend la forme :

1]
+ 2{x -0
+ 16(x—0)(x—1)
+ Bix—-0)x—-1){x—-2)

Px) =

= |[Py(x) =25 —59x +36x

Le polyndme du troisieme degré passant par les quatre points :

1
1{x—2)
1{x—2)(x —5)
+ Zfgix—2)(x—5){x—3)

Py(x) =

= | Pa(x) = 1/o (2.\'3 — 11x* +8x + 21)

Exercice-2

L"equation de la parabole passant par (0, 0), (1, 2)et (2, 36) :



[x—1y ){x—1x2) 0
Yo [x0—x1)[x0—22)

N (x—x1)(x—x3) . L (x—0)(x—2}
Pax) = +n [xg—xy)(xg—xz) 2 (1-0){1-2)
[x—x1)(x—232) N [x—D)(x—1)

ty2 (xg—xy ) (xp—x32) 36 {2—-0)(2-1)

=|Py(x) =162 — 14x

L"équation du polynéme (de degré trois) passant par tous les points :

-

[ X—X] | X—X3 |ix—X3) 0
Yo to—m J{xo—x2){x0—x3)
({x—xp){x—x3){x—x3) +72 [x—0}(x—2}{x—3)
Ps(x) RE2 (x1—x0){x1—x2){x1—13) ) (1-0)(1-2){1-3)
L(x) = 4 = B
+1 {x—xp){x—x1){x—x3) +136 (x—0){x—1){x—3]
V2 [rp—xp){x2—27 ){X2—X3) [2—-0)2-1)(2—-3)
(x—xp){x—17){x—23) 52 [x—0)(x—1){x—2)
! RLE [r3a—xg)({x3—x] }{x3—X3) . + (3-0)(3-1)(3-2)

— | Py(x) =252 —59x% + 36x

Exercice -3
Puisque 3 < 3.2 < 3.5 on peut choisir de faire une interpolation linéaire entre les deux points
d’abscissesxo = 3 et x1 = 3.5 qui sont les plus proches pour minimiser I'erreur :

B X — X X —Xp
Pi(x) B (19—11) h (1’1 —ID)

_35 —3
P,(x) = 1.0986 (’;_3 5) +1.2528 (315_ 3)

En remplagant :

Aprés simplification :

Py(x) = 0.3084x +0.1734 = |P,(3.2) = 1.16028

En utilisant deux points xo et x1 on sait que :

2

3cexox] 1 Ry(x) = (x — x0)(x — x1)

Ce qui donne la forme analytique de l'erreur :

Jce 3,35 © Ri(x) = ffzzjf"“] (x —3)(x —3.5)
Si on pose :
M= sup |f"21[.1:]|
re(3,3.9]
On déduit :
M
Rax)] < 5 |(x = 3)(x - 35)

mais puisque f"'(x) = -1/x2 et x € [3,3.5], on obtient :



x €[3,35 = 3I<x<7/2
= 19 = 1/:2 = (2/7)?
= |19 = |f"(x)||= (2/7)?
-
Enfin :
1/9
Ri(x)| € = |(x—3)(x—35)|

Pour x = 3.2 I'erreur est majorée comme suit :
/9
2

ce qui donne In 3.2 = 1.16 gyec trois chiffres significatifs.

1
[R1(32)| < —- |(32-3)(32-35)| = 3 x 1072

La droite d’interpolation entre xo=4 et x1=4.5:
x—45 —4
Py(x) = 1.35.5.3(1 ) +1.5041 ( i )

4-45 45 -4

Apres simplifications :

Py(x) = 02356 x + 04439 = | P,(4.4) = 1.48054

ce qui donne la forme analytique de I'erreur :

Jce[4,45) : Ry(x) = fl;“} (x —4)(x —45)

on pose :

| fll:'l[x}‘

on d eduit :

M
[Ri(x)| < 3 |(x —4)(x —4.5)]

pour la majoration, on obtient :

xe [4,45] = 1<x<92
= 1/16 = 1/22 = (2/9)*
= [Viez |f"(x)]]= (2/9)

-

Enfin :

Ry ()] < 22 |(x — 4)(x — 43)

Pour x = 4.4 I'erreur est majorée comme suit :
1
|Rq1(44)] < % (44 —-4)(44-45)| = é x 1072

3



donc In 4.4 ~ 1.48 avec trois chiffres significatifs.

Exercice -4

Puisque 3.5 < 3.6 < 4 on peut choisir de faire une interpolation linéaire entre les deux points
d’abscissesxo = 3.5 et x1 = 4.0 qui sont les plus proches pour minimiser 'erreur. La table des
différences divisées de ces points :

x | y
3.5 |[0.9086) " @
2 |02 —
4.0 | 1.0000

L’équation de la droite passant par ces points est alors :

P,(x) = 0.9086 + 0.1828 (x — 3.5)

= | Pj(x) =0.1828 x +0.2685

= | f(3.6) = P,(3.6) = 0.92688

2 Pour la forme analytique de I'erreur :
F2)(c) -
ce (354 @ Rifx) = * 2|“. (x —35)(x—4)

Sion pose :
M= sup |f'1:|[.1'}‘
r£[3.54

Mais puisque :

On déduit :

Pour x = 3.6 :
(3
Ry(36) < ‘T (3.6 —3.5)(3.6 — 4)| ~ 0.18 x 1072
ce qui donne f (3.6) ~ 0.93 avec deux chiffres significatifs.

3. On peut aussi estimer I'erreur en utilisant la table des différences divisées précédente mais en
ajoutant un troisiéme point :

x|y
3.5 09086% a,

T > 0.1828 fx)
4.0 | 1.0000 > -0.0282:2—’

0.1544
4.5 | 1.0772 >

Qui donne I'approximation :



f2e)
2

Ry(x) = (x—35)(x—4) ~ —0.0282 (x —3.5)(x —4)

donc :

|R1(3.6)| ~ |—0.0282 (3.6 — 3.5)(3.6 — 4)| ~ 0.11 x 102

En accord avec le résultat précédent f (3.6) ~0.93 .



