EXP : Nombres de lancers nécessaires pour avoir Face
X: Q- R
PPP ..PF - X(PPP ..PF)
QO ={F,PF,PPF, ..}
Avec;

X(Q) ={12,3,..} EN"



Corrige type TD n° 10 : Variables Aléatoires « V. A. »

Variable Aléatoire :

Etant donné un univers Q, une Variable Aléatoire (V. A.) est une applicationde Qdans R: X : w € Q —» X(w) € R

Lorsque la variable X ne prend que des valeurs discretes, on parle de Variable Aléatoire Discréte.

Exercicen®1:«V.A.D.»

Afin de mener une expérimentation de pharmacologie animale, on tire au hasard 2 comprimes dans un pot opaque qui
contient 7 indiscernables au toucher. Parmi ces comprimés, 1 est sans principe actif (excipients seuls), 2 sont dosés a 100 mg de

principe actif, 2 sont dosés a 200 mg et les 2 derniers a 300 mg.
Les 2 comprimés tirés sont administrés a un animal donné, et I’on considére la variable aléatoire X : dose ingérée par I’animal.

1. Calculer la loi de probabilité de X.
2. Calculer I’espérance et la variance.

3. Calculer la fonction de répartition et tracer son graphe.



Solution : Tirage de deux comprimés simultanés

Expérience
k /
Y

@ 1cp0.mg 1 m e ﬂ

OO 2cp100mg

QOO 2Cp200mg
OO 2¢p300mg

Combinaisons

V.A.: X "La dose ingérée par I’animal”

X(Q) = {100,200,300, 400,500, 600} : Card(Q) = C2 = % =21

1. La loi de probabilitée de X :

= P(X =100) = Cigzl = 22—1 e  « 1 comprimé de 0 mg et 1 comprimé de 100 mg » ;
-P(X=200)=%=23—1 mmm—»>  « 1 Cp de 0 mg et 1 Cp de 200 mg 0U 2 Cps de 100mg » ;

« P(X = 300) =CCZC#=Z‘;1 s> « 1 Cp de 0 mg et 1 Cp de 300 mg ou 1 Cps de 100 mg et 1 Cp de 200 » :
= P(X =400) = 621621;622 = 25—1 > « 1 Cp de 100 mg et 1 de 300 mg 0u 2 Cps de 200mg » ;
-P(X:500)=%2‘121=% mmssmm>  « 1 Cp de 100 mg et 1 Cp de 300 mg 0uU 2 Cps de 200 mg » ;

- P(X=600)=2=1 sl « 2 Cps de 300 Mg ».




On en déduit la loi de probabilité de X :

Xi

100

200

300

400

500

600

P;

2121

321

6/21

5/21

4/21

1/21

2. Calcul de ’Espérance E(X) et de la Variance V(X) :

a. E(X):
E(X) = X1 xipi
= (100 X 2 +200 X = + 300 X 2 + 400 X = + 500 X = + 600 X ) = 22
E(X) = 342.85 mg
b. V(X):

V(X) = Yooy xfpi-[E ()]
= 2—11(1002 X 2 4 200% x 34 300% x 6 + 4002 x 5 + 5002 x 8 + 6002) — (342.85 )?

V(X) = 17711.171 mg?




3. Calcul de la fonction de repartition F(X) :

X = F(x) = P(X < x) = z P(X = x;)

Donc ; la fonction de répartition est définie comme su

F(x) =9

Fy :

it:

R - [0,1]

Si

Si

Si

Si

Si

xi<X

x <100
100 < x < 200

200 < x < 300

300 < x <400

400 < x < 500

500 < x <600

x = 600

N



Représentation graphique de F :

F(x)
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Exercicen®4:«V.A.R. »

. e - —_ 2 —
Une variable aléatoire X admet pour densité de probabilité : f(x) = {ax( x) pour

1. Calculer a.

2. Calculer la moyenne de X, son écart type.
3. Déterminer la fonction de répartition F(x).
4. Calculer P(—1 < x < +1.5).

Solution :

ax(2 —x) pour x€]0,2]

X:V.A adensité: f(x) = {0 pour x & [0,2]

1. Calcul de a

@® fx)=0
@ [ f)dx=1

Rappel ; [f est une densité de probabilité] < {

@ f)20=ax(2—x)=0

ea=>0 [car; x(2—x)=0; pour x€[0,2]]

x € [0,2]

0 pour x & [0,2]

-



@ [ fdx=1= fozax(Z—x)dx=1

2 a32
:[ax ——x]:l
3 0

:a[4—§]=1

> a(l)-1
= a=3/4

2. Calcul de ’espérance E(X) et de L’écart type o(X) :

a. E(X):
E(X) = fR xf(x) dx

= fOZZxZ (2 — x)dx

-



b. 6(X):
V(X) = f, x2f(x) dx — [E(X)]?

=Zf02x3 (2—-x)dx -1

2
31 1
=—[—x4——x5] -1
412 5 0

V(X)=% = o(X)=JV(X)

a(X)=\/§=%

3. Calcul de la fonction de repartition F(X) :

F(x) = [ f(®)dt = P(X < x)
¢ Six<0 = FX)=0
o Sixel0,2] = FX)=["_ f(tdt
= FX)=:[t@-badt
= F(X)= Z[tz - ;H]Z
= F(X)=12 [xz - §x3]
e Six>2 = FX)=1

-



0 Si x<0

Donc ; la fonction de répartition est : F(X) =<~ [xz — —x3] si  x€[0,2]

\1 si x> 2

3. Calculde P(-1 <x < +1.5):
P(—1< x < +1.5) = F(1.5) — F(-1) = F(1.5)
=2|(1.5)2 -3 (1.5)?]
=0.84

Exercicen® 3 :

On lance deux dés, on appelle Z la v. a. égale a la valeur absolue de la différence des numéros obtenus.

Déterminer la loi de Z, sa fonction de répartition, son espérance et sa variance.
Réponse :
Q={(1,1);(1,2); (i,3); ...; (6,4); (6,5); (6,6)}, Card(Q) =36

= Z est variable aléatoire définie par ;

Z: Q- R

@)= li—jl

.



Le support de Z est: Z = {0,1,2,3,4,5} ;

Avec ;

[Z = 0] = {(1,1),(2,2),(33),(44),(55),(6,6)}

[Z = 1] = {(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,5),(5,4),(4,3),(3,2), (2, 1)}
[Z = 2] = {(1,3),(2,4),(3,5),(4,6),(6,4),(5,3),(42),(3, 1)}

[Z = 3] = {(1,4),(2,5),(3,6),(6,3),(52), (4 1)}

[Z = 4] = {(1,5),(2,6),(6,2), (5, D}et [Z = 5] = {(1,6),(6,1)}

On obtient alors ;

6 1
P([Z=0])=£=g
10 5
P([Z=1])=%=1—8
8 2
P([Z=2])=§=§
P(z=3D=5=¢
4 1
P([Z=4])=§=§
2 1
P([Z=5])=§=E

-



La loi de probabilité est resumeée dans le tableau suivant :

z 0 1 2 3 4 5

Py 6/36 10/36 8/36 6/36 4/36 2/36

= La fonction de répartition :

0 si z<0
6
% Sl 0<z<l1
16 | 1<z<?2
36 Sl S Z
24 | 2<z<3
F(z) =1 36 St =7
50 | 3<z<4
36 Sl S Z
52 | 4<z<5
36 si 4<z
36 s
(36 = 1 St z2=
= Valeurs caractéristiques :
. 70
Espérance : E(Z) = X5_1 zxpx = =194
2
. 210 70
Variance : V(Z) = Yo, zipr — [E(D)]? = e (g) = 3.67
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